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RESUMO

SANTOS, Fabio da Silva. O Desenvolvimento Do Conceito De Funcéo Inversa A
Partir Do Tema Criptografia — Uma Sequéncia Didatica Sob A Perspectiva Da
Aprendizagem Significativa. Volta Redonda, 2015. Trabalho de Concluséo de Curso
(Licenciatura em Matematica) — Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia

do Rio de Janeiro, campus Volta Redonda, 2015.

Proporcionar ao aluno uma Aprendizagem Significativa é o desejo de todo docente.
No entanto, esta ndo é uma tarefa facil. Em Matematica o estudo sobre Funcdes é
um dos conteudos do Ensino Médio que possuem mais aplicacdes em situacdes
presentes no dia a dia dos alunos, uma vez que descrevem fenbmenos do mundo a
partir da relacao entre grandezas. O tema deste trabalho € o ensino do conteudo de
Funcdes Inversas a partir do tema Criptografia segundo a Teoria da Aprendizagem
Significativa. Neste trabalho a Criptografia é utilizada como meio para o
desenvolvimento de atividades didaticas que possam organizar 0S conceitos
envolvidos no conteddo de Funcdo Inversa a esse tema. A Criptografia possui
aplicacdes em campos de estudo de bancos, forcas armadas, Internet, seguranca
em redes de computadores, enfim, as pessoas que desejam proteger uma
informacdo e as outras que pretendem conhecé-la. A questdo que norteia este
trabalho €, como construir um plano de trabalho para um conteddo de matemética
que favoreca a Aprendizagem Significativa como preconizada na teoria de David
Ausubel? Para isso, foi elaborada uma proposta didatica dirigida a alunos do 1° ano
do Ensino Médio utilizando cifragem e decifragem de mensagens, construcéo e

descoberta de formas de Criptografia.

PALAVRAS-CHAVE: 1. Ensino de Funcéo Inversa. 2. Aprendizagem Significativa. 3.
Criptografia.



ABSTRACT

SANTOS, Fabio da Silva. The Development of Inverse Function Concept From The
Cryptography Theme - A Didactic Sequence Under Perspective Learning Meaningful.
Volta Redonda, 2015. Work of Conclusion Course (Degree in Mathematics) —
Instituto Federal de Educacédo, Ciéncia e Tecnologia do Rio de Janeiro, campus
Volta Redonda, 2015.

Provide students a Meaningful Learning is the desire of all teachers. But, this is not
an easy task. In mathematics, the study of functions is one of the high school’s
content that has more applications in real life situations in the daily routine of
students, once that they describe phenomena of the world from the relationship
between magnitudes. This paper's theme is how to teach Inverse Functions from
Encryption using Meaningful Learning Theory. This paper uses Encryption as a way
to develop didactical activities that can organize the concept of Inverse Function to
this approach. Encryption has applications on banks, army, Internet, computer
network security, well, people who want to protect information and who want to know
it. The question that leads this research is how to build a lesson plan for a
mathematics subject to improve Meaningful Learning as recommended by David
Ausubel? For that, it was made a didactical propose focused on the student in the
first years of High School using encryption and decryption of messages, building and

detecting ways to encrypt.

KEY WORDS: Inverse Function Teaching. 2. Meaningful Learning. 3. Encryption
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INTRODUCAO

O Ensino Fundamental e Médio no Brasil continua apresentando indices que
indicam um baixo rendimento escolar, apesar de todos os esforcos das politicas
publicas de educacdo e da producdo da comunidade académica da Educacao
Matematica. O tema tem sido objeto de analises e pesquisas em todos o0s niveis de
ensino. Estas pesquisas indicam que o baixo rendimento por parte dos alunos, ndo
apresenta um unico culpado e sua solucao nao € imediata, mas sem duvida alguma,
buscar alternativas metodoldgicas € um fator que contribui fortemente para
minimizar o quadro atual.

As orientacbes para a Educacdo Matematica, presentes em documentos
oficiais, em publicacbes de grupos de pesquisa ou resultados de trabalhos de
investigacdo sobre o ensino e aprendizagem em Matematica, apontam para a Teoria
da Aprendizagem Significativa e a sua relacdo com a contextualizacdo como um
caminho para melhoria deste quadro na educacdo matematica.

Partindo desta indicacdo e da vontade de saber mais sobre como se processa
a Aprendizagem Significativa e como favorecé-la a partir do planejamento das aulas
do professor, surgiu a questao de pesquisa deste trabalho: Como construir um plano
de trabalho para um conteldo de matematica que favoreca a Aprendizagem
Significativa como preconizada na teoria de David Ausubel? Definida esta questao
partiu-se para a definicdo do conteado matematico

A Teoria da Aprendizagem Significativa se caracteriza pela preocupacao em
identificar e construir elementos na estrutura cognitiva do aluno capazes de receber
(ancorar) a nova informagé&o, o que torna a contextualizagdo e a realidade do aluno
aspectos importantes a serem considerados no planejamento das aulas. Focando
nestes aspectos a escolha do tema foi influenciada pela experiéncia que o autor teve
com Criptografia e Seguranga de Dados no curso de Sistemas de Computacgao, na
disciplina de Redes de Computadores e em sua relacdo com temas da Matematica.

A Criptografia e a seguranca dos dados sdo assuntos atuais, importantes
socialmente, jA que visam garantir a seguranca em todo ambiente computacional

que necessite de sigilo em relagdo as trocas de informacdes. Portanto, capaz de
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fomentar o interesse e motivacdo nos alunos. A Criptografia aborda conceitos

semelhantes aos conceitos usados em dois momentos dos conteudos do Ensino

Médio: Fungéo Inversa e Matriz Inversa.

Neste trabalho definiu-se trabalhar com o contetddo de Funcao Inversa a partir
do tema Criptografia. A pergunta de pesquisa foi entdo complementada: Como
construir um plano de trabalho para o ensino de Funcao Inversa a partir do tema
Criptografia de modo a favorecer a Aprendizagem Significativa como preconizada na
teoria de David Ausubel?

Para a elaboracdo do plano de trabalho, para o ensino de Funcado Inversa,
tracamos 0s seguintes objetivos secundarios:

a) Analisar a Teoria da Aprendizagem Significativa,;

b) Elencar os elementos que devem ser considerados ao se planejar uma aula a fim
de favorecer a Aprendizagem Significativa;

c) Analisar o Tema Criptografia e relaciona-lo com a Educacdo Matematica, mais
especificamente com o conteudo de Func¢éo Inversa.

d) Elaborar uma proposta de planejamento para o contetdo de Funcdo Inversa a
partir da Criptografia, organizado de acordo com a Teoria da Aprendizagem
Significativa.

A Introducé&o consiste na apresentacao do tema, da justificativa das escolhas,
objetivos e estrutura do trabalho. O Capitulo 1 — O Desenvolvimento da
Aprendizagem Significativa, apresenta a Teoria da Aprendizagem Significativa de
David Ausubel, com contribuicbes de Moreira e Masini, que sera a base para a
construcdo da proposta didatica. No Capitulo 2 — A Criptografia, € apresentado o
que é a Criptografia, suas relacbes com a Matemética e com a Educacao
Matematica. Este capitulo embasa as atividades de codificacdo e decodificacdo de
mensagens que serdo utilizadas na proposta didatica com o objetivo de desenvolver
0 conceito de Funcédo Inversa a partir da experiéncia em codificar e decodificar. O
Capitulo 3 — Metodologia, apresenta como a pesquisa foi realizada. No Capitulo 4 —
Proposta Didatica, € entdo apresentada uma sequéncia didatica para o ensino de
Funcdo Inversa a partir do tema Criptografia, buscando estabelecer um cenério

empirico e contemplando o0s elementos essenciais para promoc¢do de uma
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Aprendizagem Significativa, como idealizada por Ausubel. Por fim, o Capitulo 5 —

Consideracdes Finais, apresenta as conclusdes desta pesquisa.

Fundamentagdo
Tedrica

Aprendizagem
Significativa

Criptografia Funcdo Inversa

Teoria Cognitivista Estrutura
Cognitiva Aprendizagem —
Aprendizagem Significativa

O que é Aprendizagem
Significativa?

Tipos de Aprendizagem Os Organizadores Prévios As Pmenc'a_hda:jes
Significativa Explicativo / Comparativo Para a Organizagdo do
Ensino

Pré-di ica b i % %

i dls;?o~51§ao A Aquisicdo e o Aprendizagem Subordinada

Condicbes :
’ = Uso de Conceitos e Superordenada
Material Potencialmente % 2 5 S =
Significativo FormagZo de Conceitos Diferenciacio Progressiva
Assimilag&o de Conceitos Reconciliaggo Integradora
Subsuncores

—

Proposta Didética

Figura 1: Estrutura do Trabalho.
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CAPITULO 1 — A APRENDIZAGEM SIGNIFICATIVA

Este capitulo apresenta a Teoria da Aprendizagem Significativa de David
Ausubel, com reforcos tedricos de Moreira e Masini, que sdo a base para a

construcdo da proposta didatica.

1.1. O DESENVOLVIMENTO DA APRENDIZAGEM SIGNIFICATIVA

A teoria de aprendizagem de Ausubel® busca explicar como se desenvolve a
aprendizagem no ambiente escolar. Segundo o autor, é a partir de conteidos que o
individuo ja possui que a aprendizagem se desenvolve. Os conhecimentos prévios
recebem novos conteudos, que podem agregar novos significados aos preexistentes
ou modifica-los. Segundo o autor, entre os fatores isolados que influenciam na

aprendizagem, o mais importante é o que o aluno ja possui de conhecimento.

Se eu tivesse que reduzir toda psicologia educacional a um anico
principio, diria isto: O fator isolado mais importante que influencia a
aprendizagem é aquilo que o aprendiz jA conhece. Descubra o que
ele sabe e baseie nisso os seus ensinamentos. (AUSUBEL, 1980, p.
8).

A aprendizagem se torna mais significativa a medida que o novo conteudo €&
incorporado as estruturas de conhecimento do aluno e adquire significado para ele a
partir da relagdo com seu conhecimento prévio. Em contrapartida, se torna cada vez
menos significativa, ou seja, mecanica ou repetitiva, quanto menos se produz essa
incorporacdao e atribuicdo de significado, de modo que o novo conteddo passa a ser
armazenado isoladamente ou por meio de associagdes arbitrarias na estrutura

cognitiva.

Ipavid Paul Ausubel nasceu nos Estados Unidos, em 1918. Formou-se médico cirurgido, psiquiatra e psicologo
educacional, e demonstrava extremo interesse pelo estudo da aprendizagem e da educacéo. Influenciado por Piaget,
desenvolveu uma teoria da aprendizagem humana em sala de aula, em uma época em que o estudo da aprendizagem
escolar acontecia a partir de leis e pesquisas realizadas em laboratérios. Pesquisou a aprendizagem de carater
cognitivo: a integracdo dos novos conteldos as estruturas cognitivas previamente existentes no sujeito. Defendia a
abolicdo da aprendizagem repetitiva e baseada em memorizagao.
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O conhecimento é significativo por definicdo. E o produto significativo
de um processo psicolégico cognitivo (“saber”’) que envolve a
interacdo entre ideias “logicamente” (culturalmente) significativas,
ideias anteriores (“ancoradas”) relevantes da estrutura cognitiva
particular do aprendiz (ou estrutura dos conhecimentos deste) e o
“‘mecanismo” mental do mesmo para aprender de forma significativa
ou para adquirir e reter conhecimentos (AUSUBEL, 2003, folha de

rosto).

Deste modo, Ausubel faz referéncia aos conhecimentos prévios que o aluno

possui (ancoras). A partir destes é que serdo (re)construidas estruturas mentais que

possibilitardo a descoberta e redescoberta de outros conhecimentos, fazendo assim,

com que a aprendizagem fique significativa. O autor define ainda as aprendizagens,

por Recepcgao e por Descoberta, e faz um quadro comparativo entre elas nas formas

de Aprendizagem Significativa e Aprendizagem Mecanica.

Com isso existem quatro combinacdes para as dimensdes de aprendizagem

como podemos ver no quadro a seguir:

Aprendizagem

Significativa

Mecanica

Receptiva

O professor apresenta
uma forma final de
conhecimento,
generalizada, e o aluno a
relaciona com a estrutura
cognitiva que possui.

O professor apresenta
uma forma final do
conhecimento,
generalizada, e 0
estudante simplesmente a
memoriza.

Por Descoberta

O préprio estudante
formula a generalizacéo
do conteudo da

aprendizagem e relaciona
a sua estrutura cognitiva.

O aluno chega a
generalizagao do
conhecimento  por  si
mesmo e memoriza.

Tabela 1: Tipos de Aprendizagem

A Aprendizagem por Recepcdo se caracteriza

pelo fato do conteddo ser

apresentado ao aluno em sua forma final, de modo que o aluno recebe o contetudo

de forma geral. Este tipo de aprendizagem € caracterizado por ndo envolver

descoberta alguma por parte de quem recebe o conteudo.
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A Aprendizagem por Descoberta é caracterizada pelo fato de que o contetdo
a ser aprendido sera descoberto pelo aluno, o qual possui algumas tarefas antes de

atingir de fato a aprendizagem.

Tanto na aprendizagem por Descoberta como na aprendizagem por
Recepcéo, existe a possibilidade de o aluno interagir com a informacao que recebe,

e esta interacédo ird caracterizar a aprendizagem como Significativa ou Mecanica.

(...) quer por recepcdo ou por descoberta, a aprendizagem é
significativa, segundo a concep¢do ausubeliana, se a nova
informacéo incorpora-se de forma nao-arbitraria a estrutura cognitiva.
(MOREIRA, 1999, p.154).

Para que a aprendizagem seja Significativa o aluno precisa reorganizar as
informacdes que recebe, seja por recepcdo ou por descoberta, e integri-las ao
conhecimento que ja possui, produzindo um novo conceito ou uma nova proposicao,
Ou seja, um novo conhecimento. Se iSso ndo ocorre e 0 aluno apenas memoriza as

novas informacdes entdo essa aprendizagem é mecéanica e se torna cada vez

menos acessivel no futuro.

Segundo Moreira e Masini (1982), para que a aprendizagem ocorra e seja
significativa sdo necessarias algumas condicdes. Uma delas é que o aluno precisa
de alguma motivacdo para aprender, caso contrario o conteudo serd apenas
memorizado de maneira arbitraria e isto sera Aprendizagem Mecanica. Outra
condicdo € que o conteudo deve ser significativo tanto de forma légica, quanto
psicolégica, sendo que o significado l6gico ird depender exclusivamente da natureza
do conteudo. Ja o significado psicolégico fara referéncia as experiéncias que cada

aluno possui.

A Aprendizagem Significativa, por  definicao, envolve
aquisicao/construcdo de significados. E no curso da Aprendizagem
Significativa que o significado l6gico dos materiais de aprendizagem
se transforma em significado psicolégico para o aprendiz.
(AUSUBEL, 1963, p. 58).
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Ao se aprender de maneira significativa o0 conhecimento adquirido tende a ser

lembrado por mais tempo, assim, a capacidade de aprender outros contetudos a

partir do novo se torna aumentada. Ausubel, afirma que

Na Aprendizagem Significativa ha trés vantagens essenciais em
relacdo a aprendizagem memoristica. Em primeiro lugar, o
conhecimento que se adquire de maneira significativa é retido e
lembrado por mais tempo. Em segundo lugar, aumenta a capacidade
de aprender outros materiais ou conteidos de uma maneira mais
facil, mesmo se a informacdo original for esquecida. Em terceiro
lugar, e uma vez esquecida, facilita a aprendizagem seguinte — a”
reaprendizagem “, para dize-lo de outra maneira. A explicacdo
dessas vantagens estd nos processos especificos por meios dos
quais se produz a Aprendizagem Significativa”. (AUSUBEL, 1960,
apud COLL, 2000, p. 233).

Diante dessas vantagens, esforgcos devem ser feitos com o0 objetivo de

produzir uma Aprendizagem Significativa.

1.2. OS ORGANIZADORES PREVIOS E SUA IMPORTANCIA

Para Ausubel, o conhecimento s6 se torna significativo quando existe

interacdo com algum conhecimento prévio que seja relevante na mente de quem

aprende. Este conhecimento prévio, dentro do processo de aprendizagem sera

chamado de Subsuncor.

(...) Subsuncor € uma ideia (conceito ou proposi¢ao) mais ampla, que
funciona como subordinador de outros conceitos na estrutura
cognitiva e como ancoradouro no processo de assimilacdo. Como
resultado dessa interacdo (ancoragem), o préprio Subsuncor é
modificado e diferenciado. (JESUS e SILVA, 2004, p. 05).

Tais conceitos tem sua relevancia atrelada aos novos conceitos a serem

aprendidos, desta forma os novos conceitos modificam e sdo modificados pelos

Subsuncores.

Os conceitos consistem em abstracBes dos atributos essenciais que
sdo comuns a uma determinada categoria de objetos, eventos ou
fenbmenos, independentemente da diversidade de dimensdes outras
gue nado aquelas que caracterizam o0s atributos essenciais
compartilhados por todos os membros da categoria. (AUSUBEL et al,
1980, p. 72).
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Existe ainda uma ligacdo entre eles e o0 novo conhecimento adquirido, que
sera feita por alguns outros conceitos denominados de Organizadores Prévios.

Consequentemente, enquanto ocorre a Aprendizagem Significativa, 0s
Subsuncores vao se modificando e se desenvolvendo, ficando assim cada vez mais
diferenciados. E com isso, propiciam um refinamento do conceito, fazendo com que
as ideias figuem mais densas implicando em um fortalecimento das possibilidades
de Aprendizagem Significativa.

O Organizador Prévio, € um material introdutério que pode ser apresentado
aos estudantes antes do conteudo principal a ser ensinado. Deve ser constituido de
informacfes que sejam amplas e genéricas para que o aluno possa ir construindo

passo a passo o conhecimento.

Os Organizadores Prévios podem vir na forma de uma afirmacdo, um
paragrafo descritivo, uma lista com perguntas, um filme, etc. Aragéo (1976), defende
a preparacao de um organizador especial para cada nova unidade, na qual o aluno
possa aproveitar os beneficios de um Subsuncor de tal maneira lhe forneca uma
visdo geral do novo contetdo (antes de fazer a comparacdo deste com a experiéncia
anterior) fazendo assim também com que organize elementos que propiciem e

expliqguem melhor o conteudo.

(...) a esséncia do processo de Aprendizagem Significativa é que as
ideias expressas simbolicamente sdo relacionadas as informagfes
previamente adquiridas pelo aluno através de uma relacdo néo
arbitradria e substantiva (n&o-literal). Esta relacdo significa que as
ideias sdo relacionadas a algum aspecto relevante existente na
estrutura cognitiva do aluno, como, por exemplo, uma imagem, um
simbolo, um conceito, uma proposigéo, ja significativa. (AUSUBEL,
1968).

Logo, a principal funcdo do organizador € ser uma ponte entre o que aluno

sabe e aquilo que ele precisa saber para aprender o novo conteudo.

Os Organizadores Prévios podem tanto fornecer “ideias ancora”
relevantes para a Aprendizagem Significativa do novo material,
guanto estabelecer relagdes entre ideias, proposicdes e conceitos ja
existentes na estrutura cognitiva e aqueles contidos no material de
aprendizagem. (MOREIRA, 2006).



19

E neste momento ent&o, que os professores devem fazer indagacées a fim de
explorar o que os alunos tém de conhecimento prévio sobre o assunto.

Na teoria de Ausubel sdo descritos dois tipos de Organizadores Prévios, 0s
Expositivos e os Comparativos. O primeiro é utilizado quando o conteudo é
inteiramente desconhecido pelo aluno, e o segundo, quando as informacdes a serem
transmitidas ndo sdo completamente novas.

O autor se utiliza metaforicamente da palavra “ancoragem”, pois, é como se
0S nhovos conhecimentos langassem uma “ancora” e se prendesse em
conhecimentos preévios, tornando-se assim mais facilmente apreendidos.

Além destes tipos, a Aprendizagem Significativa de Ausubel esta pautada em
outros dois principios, sendo eles, a Diferenciacdo Progressiva e a Reconciliacao

Integrativa.

A estrutura cognitiva, considerada como uma estrutura de
subsuncores interrelacionados e hierarquicamente organizados é
uma estrutura dindmica caracterizada por dois processos principais,
a diferenciacdo progressiva e a reconciliacdo integradora.
(MOREIRA, 2012, p. 05).

O principio da Diferenciacdo Progressiva recomenda que ao se trabalhar um
conteudo, as ideias e os conceitos relacionados a ele sejam construidos em uma
ordem que seja crescente o nivel de especificidades, ou seja, do mais geral para o
mais especifico. Portanto, a Diferenciacdo Progressiva € caracterizada pela
atribuicdo de novos significados a um Subsuncor, fazendo assim, com que estes
novos significados sejam resultados de sucessivas utilizagcbes desse Subsuncor,
agregando novo significado ao conhecimento. Neste caso, primeiro sao
apresentados 0s aspectos mais gerais, progressivamente sdo incluidos detalhes e
particularizacdes e exemplos. Por exemplo, aprendemos que cachorro, gato, galinha
e tartaruga sdo animais, depois, aprendemos que cachorro e gato sdo mamiferos,
galinha € uma ave, e tartaruga € um réptil.

No caso da Reconciliagdo Integrativa, na apresentacdo do novo contetdo o
professor deve procurar tornar mais claras as semelhancas e diferencas entre as
ideias envolvidas. Assim, a Reconciliacdo Integrativa consiste em perceber que,

apesar das particularidades dos conteudos, todos eles tratam do mesmo assunto.
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O diagrama a seguir indica que a Diferenciacdo Progressiva e a
Reconciliacdo Integradora séo interdependentes e simultaneas tanto na dinamica da

estrutura cognitiva como no processo ensino-aprendizagem.

Conceitos, proposi¢des, ideias,

procedimentos, mais gerais, mais

organizadores, mais inclusivos.

Reconciliagio
Integradora

Diferenciacio
Progressiva

_..mais _..mais

intermedidrios

intermedidrios

... mais especificos,
exemplos

... mais especificos,
exemplos

... mais especificos,

... mais especificos,
exemplos

exemplos

Figura 2: Diagrama Comparativo Diferenciacéo Progressiva e Reconciliagdo Integradora.

Moreira salienta que a forma como 0s contetdos sao linearmente organizados

favorece a Aprendizagem Mecanica.

(...) normalmente no ensino de qualquer disciplina na escola. Os
conteudos estdo listados em um programa que € seguido
linearmente, sem idas e voltas, sem énfases, e que deve ser
cumprido como se tudo fosse importante, ou como se 0s aspectos
mais importantes devessem ficar para o final. O resultado desse
enfoque é, geralmente, aprendizagem mecéanica. (MOREIRA, 2012,
p. 19).

Cabe ressaltar, que iniciar um conteddo na sua forma mais geral, nao
necessariamente significa apresenta-lo em sua forma final, abstrata, sofisticada
matematicamente. Pois, ao fazermos isso, estaremos contradizendo a Diferenciagao
Progressiva, bem como a Reconciliacdo Integrativa. E mais, ndo estaremos levando

em consideragdo o conhecimento prévio do aluno.

1.3. OS TIPOS DE APRENDIZAGEM E OS PRINCIPIOS DA APRENDIZAGEM
SIGNIFICATIVA

Na teoria de Ausubel, podemos identificar trés tipos de Aprendizagem
Significativa, sendo eles: A aprendizagem através de Conceitos, a aprendizagem
através de Proposicfes e aprendizagem através de Representacoes.
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Cada uma delas possui suas proprias caracteristicas. A aprendizagem
através de Conceitos é caracterizada por Ausubel, por fazer a distincdo de dois tipos

principais de aquisi¢do do conceito. Sendo eles:

e Formacdo de Conceitos - é caracterizada por ser uma aprendizagem por
descoberta onde existe a intervencdo dos processos psicolégicos como a
discriminagdo, a generalizacdo, o levantamento e a comprovagao das
hip6teses levantadas.

e Assimilagdo de conceitos - é caracterizada pelo fato de os individuos
aprenderem novos significados de conceito, depois de l|hes serem
apresentados atributos dos conceitos. Desta forma, os individuos irdo
relacionar estes novos atributos com ideias ja estabelecidas em suas
estruturas cognitivas.

A aprendizagem através de Proposicdes é caracterizada por Ausubel por ndo
fazer referéncia a aprendizagem de um simbolo (que pode ser uma palavra ou algo
gue este simbolo represente), mas por fazer uma relacéo entre as ideias pertinentes
a ele. Deste modo a sentenca ou proposi¢cdo a ser aprendida sera relacionada com
as ideias pré-existentes na estrutura cognitiva do individuo.

Segundo Moreira (2012), no que se refere a tipos de Aprendizagem
Significativa, a Aprendizagem Representacional apesar de ser a mais elementar, é a

mais fundamental, pois, dela dependem os outros tipos de aprendizagem.

(...) aprendizagem representacional é a que ocorre quando simbolos
arbitrarios passam a representar, em significado, determinados
objetos ou eventos em uma relagcdo univoca, quer dizer, o simbolo
significa apenas o referente que representa. (MOREIRA, 2012, p.16).

Vale ressaltar que mesmo que a Aprendizagem Representacional, esteja
proxima da Aprendizagem Mecanica, na teoria de Ausubel ela ainda sim é
caracterizada como Significativa. Porque, na Aprendizagem Representacional os
simbolos tém seus significados ligados a um referente concreto, ja na Aprendizagem
Mecéanica, a relacdo existente entre simbolo e objeto/evento sera apenas de
associagdo, sem significado. Com isso na teoria de Ausubel a Aprendizagem

Representacional e a Conceitual estdo intimamente relacionadas.
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Ainda segundo Ausubel, a Aprendizagem Significativa, se da de trés formas
distintas, sendo elas: Aprendizagem Combinatéria, Subordinada e Aprendizagem
Superordenada.

Na Aprendizagem Combinatéria, a nova informacdo muitas vezes ndo €
ampla o suficiente para fazer a absor¢cdo dos Subsuncores, contudo, sera tambéem
muito abrangente para ser absorvida por eles. Assim, a Aprendizagem Combinatéria
€, entdo, uma forma de Aprendizagem Significativa em que a atribuicdo de
significados a um novo conhecimento implica necessariamente na interacdo com
varios outros conhecimentos ja existentes na estrutura cognitiva, mas ndo € nem
mais inclusiva nem mais especifica do que os conhecimentos originais.

J& a Aprendizagem Subordinada, € caracterizada pelo fato de as novas ideias
serem subordinadas as ideias mais relevantes, ou seja, que possuam um maior grau
de abstracdo, de generalizacdo e de inclusdo do significado. Deste modo, a
Aprendizagem Significativa € dita Subordinada, quando os novos conhecimentos
com potencial significativos adquirem significados, para o individuo que aprende.
Isto ocorre por um processo de ancoragem cognitiva interativa, em conhecimentos
prévios relevantes mais gerais e inclusivos ja existentes na sua estrutura cognitiva.

A Superordenada tem como caracteristica principal o novo conhecimento a
ser aprendido ser mais geral do que as ideias que o individuo ja possui a respeito do
tema. Portanto, a Aprendizagem Superordenada ira envolver, processos de
abstracdo, inducéo e sintese, que irdo levar a novos conhecimentos, estes por sua

vez, irdo passar a subordinar (depender) aqueles que Ihes deram origem.
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1.4. ELEMENTOS RELEVANTES PARA O PLANEJAMENTO DE UMA AULA
QUE FAVORECA A APRENDIZAGEM SIGNIFICATIVA.

Considerando-se, conforme a Teoria de Ausubel, que aprendizagem ocorre
guando as novas ideias e informac¢cdes sdo organizadas e integradas a estrutura
cognitiva a partir dos pontos de ancoragem, a estrutura cognitiva do aluno no
momento da aprendizagem se torna o foco das atengbes como sendo o fator

cognitivo mais importante a ser considerado.

Assim, torna-se imprescindivel que o professor inicialmente identifique os
conceitos organizadores béasicos do conteddo a ser ensinado, determinando a
estrutura conceitual e proposicional da matéria de ensino. Esse primeiro passo
orienta a identificacdo de quais Subsuncores o aluno deveria ter em sua estrutura
cognitiva que pudessem servir de ancoras para a nova aprendizagem.

Nesse momento, comecga o trabalho direto com o aluno. A pergunta a ser
respondida é: “O que o aprendiz ja sabe? ” Investigar o que o aprendiz ja sabe é
avaliar para conhecer a estrutura cognitiva, determinando quais os Subsuncores
relevantes ja estdo disponiveis na estrutura cognitiva do aluno. Essas informacdes
sdo a base para a forma de apresentacdo e organizacdo da sequéncia didatica,
influenciando nas escolhas da metodologia e recursos que serdo mais eficientes
frente a realidade cognitiva do aluno.

Até aqui pode-se resumir:

1° Identificar os conceitos organizadores basicos do conteudo a ser ensinado;

2° ldentificar os Subsuncores dos quais 0s alunos vao precisar para a
aprendizagem deste conteudo;

3° Determinar quais 0s Subsuncores estdo disponiveis na estrutura cognitiva do
aluno para o qual se esta planejando o ensino;

4° Fazer o planejamento, selecionando, sequenciando e preparando 0s
contetdos a serem ensinados organizando um material que seja

Potencialmente Significativo. A escolha de recursos e metodologias devem ter

como objetivo, facilitar a passagem da estrutura conceitual da matéria de
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ensino para a estrutura cognitiva do aluno de uma maneira significativa,

organizando um material que seja Potencialmente Significativo.

Nesta 4° etapa, a do planejamento da acédo didatica, Ausubel indica uma fase
inicial que € a de preparacdo dos Organizadores Prévios, de modo a permitir ao
aluno acessar o conteudo relevante em sua estrutura cognitiva ou fornecer “ideias
ancoras” e relacionar estes com o novo conhecimento dando uma visdo geral do
novo contetdo.

Ausubel ainda propde dois processos para nortear a maneira e a sequéncia
didatica dos conceitos a serem trabalhado em aula: a Diferenciacdo Progressiva e a
Reconciliacéo Integradora.

Na Diferenciagdo Progressiva o conteido deve ser organizado de modo que
0S conceitos mais gerais do conteldo sejam apresentados primeiro, e depois, 0s
mais especificos, um a um. Isso porque a organizacao na mente do individuo € uma
estrutura hierarquica na qual as ideias mais inclusivas e gerais estdo no topo da
estrutura e progressivamente incorporam os elementos que s&o menos inclusivos e
mais diferenciados.

A Reconciliacdo Integradora tem dois momentos. Primeiro em relacdo ao
material que deve proporcionar a exploracdo de relagdes entre ideias, indicando
semelhancas e diferencas entre os conceitos relacionados. Segundo em relacédo ao
trabalho pedagogico do professor que deve relacionar as ideias presentes no

material instrucional com aquelas ja disponiveis na estrutura cognitiva do aluno.
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CAPITULO 2 — CRIPTOGRAFIA

Neste capitulo € apresentado o que € a Criptografia, quais suas relagcdes com a
Matematica e com a Educacdo Matematica, além de ser a base das atividades de

codificagéo e decodificagao.
2.1. A CRIPTOGRAFIA

A palavra Criptografia € uma palavra que vem do grego e € a juncdo de duas
outras a primeira kriptés que significa escondido, oculto e grapho que significa grafia.

E uma arte ou ciéncia de escrever em codigos para que somente o
destinatdrio da mensagem possa |é-la. De maneira simples, a Criptografia
transforma o texto original em outra informacdo chamada cifrada ou texto cédigo que
a primeira vista para quem a Ié pode parecer um texto randémico (gerado ao acaso)
incompreensivel.

Desde os tempos mais antigos, sado buscadas formas para disfarcar
mensagens de tal maneira que somente o destinatario consiga compreender seu
conteudo. Tal arte € bastante antiga e ja se encontrava presente desde os tempos
da hieroglifica dos egipcios. Os romanos também faziam uso da Criptografia através
de cddigos secretos, para que seus planos de batalha pudessem chegar até seus
generais. Mesmo existindo desde os tempos antigos, a forma como a Criptografia
pensada, nhdo mudou muito até os tempos atuais, assim como a necessidade de
proteger uma informacéo.

Existem aparelhnos que podem ser utilizados para criptografar uma
mensagem, o primeiro deles foi o citale espartano, utilizado durante o século V a.C.

O citale era um bastdo de madeira, onde se enrolava uma tira de couro e
assim entdo escrevia a mensagem em todo o comprimento do bastdo. Por estar
escrita em uma tira de couro, uma forma de esconder tal mensagem era removendo
a tira de couro do citale e entdo usa-la como cinto, deste modo bastava colocar a
parte escrita com e mensagem voltada para a parte interna do cinto para que esta

passa-se despercebida. Por se tratar de uma mensagem escrita de maneira
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diferente, enrolada na tira de couro, quando desenrolada a mensagem ficava sem
sentido para quem a lesse, pois, era preciso que o receptor da mensagem tivesse
um citale de mesmo diametro para que pudesse enrolar a tira de couro e ler a
mensagem de maneira correta e com sentido. O citale espartano é apresentado

conforme a figura 4.

Figura 4: Citale Espartano

Existem também outras formas de criptografar, quando € utilizada a
substituicdo de uma letra por outra a Criptografia recebe o nome de cifra. Este tipo
de Criptografia foi utilizado por Julio César, Imperador de Roma, na sua Criptografia
César substituia cada letra da mensagem original por outra que estivesse trés casas
a frente no mesmo alfabeto. Desta forma no momento de escrever a mensagem,
César utilizava seu alfabeto normal e em seguida utilizava o alfabeto cifrado para
gue fosse possivel fazer a codificagdo da mensagem que seria entdo enviada. Por
se tratar de um método inovador para a época tal cifra ficou conhecida como Cifra

de César. O alfabeto da Cifra de César € apresentado na tabela 2.

Alfabeto A(B|[C|ID|E|F|G|H]|I |J |[K|L|{M|N[O|IP|Q R|S|T |U|V |W]|X]|Y |Z
Normal

Alfabeto D|IE|(F|G|H{|I |J|K|L|M|N|O|P [QIR|S|T|U|V|W|X]|Y|Z |[A|B]|C
Cifrado

Tabela 2: Método de substitui¢ao utilizado por Julio César.

A Criptografia se desenvolveu e vem se desenvolvendo marcada por trés
fases, sendo elas: a artesanal, mecanica e digital.

A fase artesanal registra as primeiras manifestacdes historicas da Criptografia
e coincide com o advento da escrita, cobrindo as Idades Antiga e Média. No inicio da
Idade Moderna, com a invencdo da Imprensa, aparecem o0s primeiros indicios da
fase mecanica da Criptografia. Com a Revolucao Industrial, a invencéo do telégrafo
e do radio, a fase mecanica se desenvolve e seu apogeu ocorre com as maquinas

de cifragens usadas durante a Segunda Guerra Mundial: a maquina alema Enigma é
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a mais ilustre representante e podemos entender como uma mudanca de
encaminhamento, de rumo, alteracdo no curso entre a Criptografia antiga e a
moderna. A construcdo dos primeiros computadores abriu novos horizontes para a
Criptografia e marca o inicio do uso de métodos matematicos relevantes para a

construcdo de codigos.
2.2. A CRIPTOGRAFIA NO ENSINO DE MATEMATICA

As Diretrizes Curriculares Nacionais (DCN) tém como metas para o Ensino
Médio, um ensino que seja voltado para o mercado de trabalho, para a pesquisa e
gue dentro da sala de aula seja contextualizado e incentive a interdisciplinaridade.
No mesmo sentido, atuam os Parametros Curriculares Nacionais (PCN), objetivando
a formacédo de cidadaos criticos, pensantes que saibam atuar dentro e fora da sala

de aula, bem como na sociedade onde vivem.

Neste sentido fazer a insergéo do tema Criptografia como fator motivador dos
alunos pode fazer com que a Matematica da sala de aula tenha mais significado e
aplicacdo no dia a dia. Em um mundo cada vez mais digital, onde a informatizacéo
dos processos vem crescendo exponencialmente, a troca de informacfes deve
ocorrer de maneira segura. Assim, deve existir uma forma de garantir esta
seguranca, neste sentido, a Criptografia atua como uma forma a mais de seguranca
para os dados.

O ato de permitir que muitos usuarios acessem um mesmo sistema ao
mesmo tempo independentemente do local onde estejam e em tempo real, faz com
que seja necessario implantar um sistema que dé uma maior seguranca as
informagdes. Em alguns tipos de aplicacbes a seguranca das informacdes tem
carater vital, pois, podem ser roubadas, falsificadas ou danificadas quando saem de
um ponto do sistema até chegar ao outro. Com isso, a privacidade da mensagem se
tornara ameacada, uma vez que é lancada publicamente, podendo ser captada por
outros dispositivos.

Neste aspecto a Criptografia atuard& como uma protecdo contra a
disponibilidade acidental ou intencional de tais informagbes por pessoas
desautorizadas. A privacidade atuard no direito do individuo ou organizacdo de
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poder determinar quando e como as informacdes sobre ele podem ou ndo ser
transmitidas para outros.

A Criptografia atua como ferramenta para garantir que as informagdes
cheguem ao seu destinatario e somente ele sera capaz de interpreta-la. Segundo

Terada,

O tema Criptografia tem um papel importante nos dias atuais, tendo
em vista que € utilizado na auditoria eletrénica, na autenticacdo de
ordens eletrdnicas de pagamentos, no codigo de verificagdo do
ISBN, nos navegadores de internet, entre outras situagdes da vida
cotidiana. (TERADA, 1988, p. 02).

Diante disso, fica facil perceber que o tema Criptografia pode servir como
instrumento de ensino e aprendizagem para o ensino de Matematica. Através dele o
professor possui um leque de atividades envolvendo codificacdo e decodificacéo
aliadas aos temas trabalhados no Ensino Médio.

Para Cantoral (2000), a Criptografia pode ser um elemento motivador para o
processo de ensino da Matematica.

J& Tamarozzi (2001), indica que o tema deixa a disposi¢cdo dos professores
uma grande quantidade de atividades e jogos de codificagdo e decodificagdo que
podem envolver conteudos matematicos trabalhados no Ensino Médio. E ainda
reforca a ideia dizendo que, mesmo exemplos elementares de Criptografia podem
contribuir para que os professores tenham um material que € Util para ser usado em

exercicios de fixacao.
2.3. O ENSINO DE MATEMATICA E FUNQOES

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais de 2002 (PCN, 2002), o
estudo das Funcdes é de extrema importancia, uma vez que descrevem fenébmenos
do mundo a partir da relacdo entre grandezas. Modelar situagbes-problema,
construindo modelos descritivos destes fenbmenos permite varias conexdes dentro e
fora da propria Matematica. O estudo das Funcgdes propicia aos alunos a
compreensao e utilizacdo da linguagem algébrica como a linguagem das ciéncias.
Assim, € importante dar grande énfase ao estudo das diferentes Fung¢des, para que

uma vez compreendido o conceito e suas propriedades, o aluno seja capaz de
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estabelecer relacdo entre as operacfes, na interpretacdo de seus graficos e nas
aplicacdes dessas Funcoes.

A ideia de Funcdo € muito utilizada na Matematica, assim como em outras
areas do conhecimento como, por exemplo, a Biologia, Quimica e Fisica. Elas
possuem varias aplicacbes cotidianas, como, por exemplo, em situacdes
relacionadas a Fisica, envolvendo lancamentos de objetos, movimento
uniformemente variado entre outros. Ja na Biologia, as Func¢des séo aplicadas no
estudo dos processos de fotossintese das plantas.

A Funcdo é um grande instrumento de modelagem de fendmenos fisicos. A
Funcéo Polinomial do 2° grau em especial, pode ser vista por exemplos em esportes
como a ginastica de solo, onde o centro de massa do atleta descreve uma trajetoria
parabdlica. Pode ser observada também nas partidas de futebol, onde em muitos
lances a trajetéria do movimento da bola € uma parabola.

As Funcdes no Ensino Médio, possuem um papel relevante, uma vez que, as
Diretrizes Curriculares Nacionais (DCN) fazem a proposta de que o Ensino Médio
seja desenvolvido de forma contextualizada e interdisciplinar. Logo tratar os
conteudos de Funcdo de forma contextualizada, pode significar para o aluno um
maior aproveitamento nas relacfes existentes entre o conteudo estudado e as
situacdes presentes no seu dia a dia, desta forma o conteudo estudado pode ser
mais significativo aos olhos dos estudantes.

Aprender Matematica € aprender a resolver problemas encontrando modelos
gue se aproximem as situacdes reais. A resolucdo de tais problemas necessita em
muitos casos, fazer uso dos significados e procedimentos matematicos para que tais
procedimentos possam ser aplicados em situagdes novas.

Segundo Pinheiro (2005), o principal objetivo ao se trabalhar com a resolugéo
de problemas na Matematica € levar o educando a entender a resolucdo de
problemas como um processo, onde o principal interesse estd no raciocinio

desenvolvido, e ndo apenas na resposta encontrada.
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2.4. A RELACAO ENTRE CRIPTOGRAFIA E FUNCAO INVERSA

A Criptografia, assim como a Matematica, também é uma ciéncia. A
Criptografia é a ciéncia responsavel por permitir que sejam desenvolvidas técnicas
para proteger informacdes. A protecdo consiste em tornar a mensagem
criptografada ilegivel para as pessoas em geral e legivel apenas para quem ela se
destina. Com isso, para que o receptor consiga compreender a mensagem que a ele
foi enviada, € necessario que ele faga a operacdo oposta ou Inversa a operacéo feita
pelo emissor. Uma mensagem aberta que pode ser lida por todos é denominada
mensagem ou texto normal.

Assim sendo, 0 processo de converter um texto ou mensagem normal em um
protegido é chamado de cifragem. A decifragem ou decodificacdo é a tarefa oposta,
ou seja, que tem a finalidade de converter o texto cifrado em texto normal. Um
conceito que é absolutamente fundamental para a Criptografia € o de Funcéo, no
qgue diz respeito ao sentido matematico de ser uma relagcédo de transformacéo. Entre
as técnicas de cifragens mais comuns existentes esta a cifra de substituicdo, onde a
cifragem é feita substituindo cada letra da mensagem por outra letra, simbolo ou
namero. Assim como toda cifragem ao se criar uma cifra de substituicdo € preciso
gue se possua uma espécie de regra para cifrar e uma regra Inversa para decifrar a
mensagem. E neste sentido que fazemos uso das Funcdes e mais especificamente
das Funcdes Inversas.

As Funcbes sdo definidas por regras (lei de formacéo), que servirdo para
determinar como faremos a associacdo entre os elementos do Dominio com os
elementos do Contradominio. Para que exista uma maior precisdo no ato de cifrar e
de decifrar, € interessante que ao se trabalhar com Funcdo a mesma seja uma
Funcdo onde seja possivel codificar e decodificar mensagem chegando sempre no
mesmo elemento. Assim, serdo necessarias algumas definicbes que servirdo como
base para a aplicacdo em técnicas de cifragem por substituicdo e transposicao.
Sendo elas.

Definicdo 1: Sejam A e B conjuntos diferentes do vazio. Uma relacao f de A
em B é uma Funcdo, se e somente se, todo elemento de A estiver associado, por

meio de f, a um Unico elemento de B. O conjunto A é chamado Dominio da Func¢éo e
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o conjunto B Contradominio. Esta definicdo € importante, pois, sera utilizada para
complementar os conceitos de Funcéo Inversa.

Definicdo 2: Uma Funcéo f é dita Injetora se para dois elementos distintos x1 e
x2 do Dominio, temos f(x1) # f(x2).

Definicdo 3: Uma Funcao f é Sobrejetora, se cada ponto do Contradominio é
a imagem de pelo menos um ponto no Dominio, isto €, se para cada y € B existe ao
menos um x € A tal que f(x) =y.

Definicdo 4: Se uma Funcéo f é Injetora e Sobrejetora, entdo dizemos que f é
uma Funcdo Bijetora. S&o condicBes necessarias para que possamos estabelecer a
Funcdo Inversa, responsavel pela decifragem do texto.

Logo, uma Fungédo f admite Funcao Inversa, se e somente se, f for uma
Funcdo Bijetora. E importante garantir que a Funcdo possua uma Inversa para que
seja possivel fazer a decifragem do texto. Uma Funcéo f associa um elemento de A
ha um elemento de B. J& a Funcao Inversa, f™!, associa cada elemento de B ha um
elemento de A.

Portanto, em Criptografia Fungdes Bijetoras sdo utilizadas como ferramentas

para codificar mensagens e sua Inversa para decodificar.
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CAPITULO 3 - METODOLOGIA

Este capitulo apresenta como se desenvolveu a pesquisa.
3.1. AMETODOLOGIA

A pesquisa caracteriza-se por ser bibliografica, exploratéria e explicativa.
Consiste em um estudo sobre a Aprendizagem Significativa em Educacao
Matematica, com o desenvolvimento de uma proposta de sequéncia didatica,
buscando proporcionar uma Aprendizagem Significativa no contetdo de Funcéo
Inversa.

O estudo tem como principal fundamentacdo tedrica, a teoria da
Aprendizagem Significativa de David Ausubel. Deste modo para um maior
entendimento da teoria buscamos contribuicbes de Moreira e Masini, que serviram
de base para a construcdo da nossa proposta didatica. Foram também realizadas
leituras de documentos oficiais como os Parametros Curriculares Nacionais (PCN)
de Matematica do Ensino Médio, Diretrizes Curriculares Nacionais (DCN) e textos
que abordam o ensino-aprendizagem de Matematica, com foco voltado para
Aprendizagem Significativa.

Como hipétese de pesquisa, partimos do seguinte questionamento: como
construir um plano de trabalho, para um conteudo de Matematica, que favoreca a
Aprendizagem Significativa como preconizada na teoria de David Ausubel?

O foco do nosso estudo foi o conteudo de Fungéo Inversa, escolhnemos pautar
nosso estudo fazendo uso da Criptografia. Foi escolhido a Criptografia por dois
aspectos, o primeiro a experiéncia anterior do autor com o tema, no curso de
Sistemas de Computacédo, na disciplina de Redes de Computadores e o segundo,
pois, a Criptografia trabalha com conceitos semelhantes aos usados nos contetdos
do Ensino Médio de Funcéo Inversa e Matriz Inversa.

Assim, buscou-se produzir um material potencialmente significativo através de
uma sequéncia de atividades a fim de se atingir uma Aprendizagem Significativa.
Uma vez definidos o tema e a hipétese, outra questdo surgiu: como construir um

plano de trabalho para o ensino de Funcéo Inversa a partir do tema Criptografia de
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modo a favorecer a Aprendizagem Significativa como preconizada na teoria de

David Ausubel? Diante destes questionamentos foram tracados o0s seguintes

objetivos, sendo eles:

a) Analisar a Teoria da Aprendizagem Significativa,;

b) Elencar os elementos que devem ser considerados ao se planejar uma aula a fim
de favorecer a Aprendizagem Significativa;

c) Analisar o Tema Criptografia e relaciona-lo com a Educacdo Matematica e, mais
especificamente, com o contetdo de Fungéo Inversa.

d) Construir uma proposta para o conteuddo de Funcdo Inversa a partir da
Criptografia, organizado de acordo com a Teoria da Aprendizagem Significativa.

Apéds analisados todos estes aspectos partiu-se entdo para a constru¢do do
plano de trabalho, da proposta didatica e definicdo das atividades que deles fazem
parte.

A construcao da proposta didatica, foi definida por etapas, sendo que: Como
ja citado anteriormente, o contetdo considerado foi o de Funcéo Inversa. A primeira
etapa do planejamento se constitui em verificar os conceitos envolvidos no contetdo
e 0s conhecimentos prévios necessarios a sua aprendizagem.

A segunda etapa tem por objetivo servir de motivacdo, para despertar o
interesse do aluno, que segundo Ausubel, representa uma das condi¢cbes para a
Aprendizagem Significativa ocorrer. Por fim utilizou-se a motivagdo inicial a questao
da seguranca de dados pessoais na Internet, levando ao tema Criptografia.

A terceira etapa titulada de “O que o aluno ja sabe? ” Tem por objetivo
descobrir o que os alunos possuem em sua estrutura cognitiva sobre o tema
Criptografia.

Para a quarta etapa, titulada de “Os Organizadores Prévios”’, se faz
necessaria atividades que pudessem desenvolver ou despertar o0 conceito de
Operacgao Inversa, tornando-se um Subsuncor na estrutura cognitiva do aluno.

Assim, foi apresentando um percurso histérico do desenvolvimento da
Criptografia e as atividades escolhidas buscaram construir o conceito de Inversa por
meio do ato de codificar e decodificar de forma que o aluno perceba que para cada

associacgéao feita ao par (letra, nUmero) € possivel que esta associacao seja desfeita,
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fazendo simplesmente a associacdo Inversa (numero, letra), ou seja, estamos
fazendo a acado Inversa. O conceito de Inversa vai aos poucos sendo refinado e
detalhado.

A Ultima atividade é um desafio, pois, ndo é dada a forma de decodificacéo e
os alunos tém de descobri-la. A resolucdo desta atividade € a nossa ligacdo para
introducdo ao tema de Funcédo Inversa. A seguir sera formalizado o conteudo de

Funcao Inversa.
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CAPITULO 4 — PROPOSTA DIDATICA

Neste capitulo é apresentada uma sequéncia didatica para o ensino de Funcéo

Inversa a partir do tema Criptografia.
4.1. A PROPOSTA DIDATICA

12 Etapa — Tem por objetivo verificar os conceitos envolvidos.

O conteudo considerado para este trabalho € o de Funcéo Inversa. A primeira
etapa do planejamento se constituiu de verificar os conceitos envolvidos no
conteddo e os conhecimentos prévios necessarios a sua aprendizagem, quais
sejam:

e Conceito de Operacéo Inversa;

e Conceito e definicdo de Fungéo;

e Dominio, imagem e Contradominio de uma Funcao;
e Conceito e definicdo de Funcéao Bijetora;

e Representacdo grafica de uma Funcéo;

e Simetria, Reflexdo e Rotagéo.
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Quanto aos pré-requisitos, sdo todos conceitos trabalhados em unidades de
contetdo imediatamente anteriores ao do contetudo de Func¢éo Inversa. No caso, o
professor ja tem avaliado o conhecimento que os seus alunos possuem destes pré-
requisitos, podendo optar por organizar um momento prévio para resgate dos
mesmos se julgar necessario. Neste trabalho, consideramos que os conhecimentos
prévios foram adquiridos com aproveitamento pelos alunos.

Em relacdo ao conceito de “Inversa”, este necessita ser ativado e preparado
para atuar como um Subsuncor, a partir do qual o conteido podera ser ancorado.
Os alunos conhecem a palavra “Inversa” em Matematica relacionada ao contetdo de
Operacfes Inversas. Neste caso, Operacao Inversa trabalhava mais com a ideia de
desfazer uma operacgao: se 4+8=12 entdo 12-8=4 e 12-4=8, se 3x5=15 entdo 15:5=3
e 15:3=5. Este “desfazer” ndo implica necessariamente em uma relagao biunivoca,
elemento a elemento, como na Funcdo. Toda operacdo realizavel dentro dos
campos numéricos estudados admite Operacdo Inversa, mas nem toda Funcdo
admitira Funcéo Inversa, salvo restricdes convenientes em seu Dominio. Por esse
motivo ndo optamos por “usar’ como Subsuncor a “ideia” de Inversa a partir das
Operacdes Inversas, mas sim por trabalhar esta ideia, por meio da Criptografia, na
qual a relagdo é de sobrejecdo, com uma atividade preparada para ser utilizada

como Organizadores Prévios.

22 Etapa — Tem por objetivo promover a motivacao, despertar o interesse
do aluno, segundo Ausubel, uma das condicGes para a Aprendizagem
Significativa ocorrer.

A proposta para o inicio da aula busca despertar o interesse do aluno de
forma que ele se sinta motivado a aprender, o que segundo Ausubel, € uma
condicdo para a Aprendizagem Significativa. Nesta perspectiva busca-se trabalhar a
partir de algo comum aos alunos e que lhes passa gerar certa curiosidade em
aprender, e descobrir mais.

A interacdo com a Internet € algo corriqueiro na vida das pessoas hoje em
dia, e a seguranca dos dados € um problema real que afeta a todos, estando
constantemente exposto na midia, por isso, foi escolhido como fator desencadeador

para as atividades que se seguem.
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Neste primeiro momento do planejamento sédo feitos 0s seguintes
questionamentos: "Vocé acredita que usar a conta bancaria via internet é seguro?",
"Vocé teria medo de fazer transacdes bancérias via internet?", "O que nos garante a

seguranca dos dados?".

bancaria via internet é seguro?

n P
* Vocé teria medo de fazer transacées bancérias via /3 ()
- | .

internet?

Vocé acredita que usar a conta l
&

+ Como garantir a seguranca dos dados?

Emissor oy Receptor
Cliente Banco

Interceptador

Figura 5: Slide 1 e 2 — Introducéo.
A discusséo sobre estas questdes, tdo atuais e relevantes no cotidiano das

pessoas se configuram como perguntas motivacionais, que preparam para uma
situacao problema: O que se usa para garantir a seguranca dos dados? A resposta
a essa pergunta é que consideramos como um fator motivacional e que possa gerar
a curiosidade e vontade de aprender como isso é feito.

A Criptografia &€ a base do material potencialmente significativo e atraves do
qual serdo trabalhados os Organizadores Prévios. Seu conceito comeca a ser
discutido a partir da apresentacdo das seguintes manchetes:

e Criptografia atrapalha policia, diz promotor.

e Obama diz ser contrario ao uso da Criptografia em smartphones.

e Conheca cinco apps para seguranca e Criptografia das mensagens do
seu celular.

e Amazon langa novo servi¢co de e-mail criptografado.
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Figura 6: Slide de 3 a 6 — Criptografia.

32 Etapa — O que o aluno ja sabe? — Tem por objetivo identificar o que o
aluno ja sabe.

E feita a seguinte pergunta: "Mas o que € Criptografia?". Esta pergunta
corresponde a ideia inicial da teoria de Ausubel que é descobrir o que o aluno ja
sabe, o que tem em sua estrutura cognitiva, de modo que esta discussao até aqui
nos aponte para o que o aluno ja conhece do tema, uma vez que ele sera base para
os Organizadores Prévios. Espera-se que o0s alunos respondam, a partir das
discussbes e informacdes das reportagens que Criptografia é uma forma de
esconder os dados reais da informacao.

O conceito de Funcao Inversa serd potencialmente significativo para o aluno
que ja tiver o conceito de Funcdo e o de Operacdo Inversa presentes em sua
estrutura cognitiva, aos quais poderdo ser ancorados o de Funcéo Inversa como
uma categoria de Fungdes. O conceito de Funcéo ja foi considerado, como dito
anteriormente, como um elemento presente na estrutura cognitiva do aluno. No

entanto, o de Inversa, no sentido de Funcéo Inversa, como aquela acdo que é capaz
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de dado um elemento resultante de uma transformacdo nos leve ao elemento

original, no.

42 Etapa — Os Organizadores Prévios —Tem por objetivo desenvolver os
Organizadores Prévios.

Assim se faz necessaria uma atividade que possa usar como Organizador
Prévio o conceito de Operacdo Inversa que se tornara um Subsuncor na estrutura
cognitiva do aluno. Este conceito é amplo, e pode funcionar como subordinador de
outros conceitos, como um ponto de ancoragem no processo de assimilacdo de

novos conceitos. Ideia reforgada por Brum:

O estudante deve ser exposto a um conteldo escolar potencialmente
significativo, ou seja, que tenha sentido légico, sendo que as novas
informagbes possam se relacionar com ideias bésicas relevantes ja
construidas e disponiveis na estrutura cognitiva dos estudantes.
(BRUM, 2013, p. 04).

O conceito de Inversa assim compreendido pelo aluno e presente em sua
estrutura cognitiva sera fundamental para que o novo contetdo tenha o sentido
l6gico. A ideia de processo inverso é que lhe dara condicbes de compreender a
l6gica dos processos e algoritmos utilizados para determinar uma Funcéo Inversa,
aumentando as chances de que este seja aprendido de forma significativa.

Como o conteudo a ser aprendido ndo € de todo “novo” para o aluno,
podemos classificar o conceito de Inversa a partir da Criptografia como um
Organizador Prévio "comparativo”, ja que estamos usando para integrar novas ideias
a conceitos similares ja presentes na estrutura cognitiva do aluno.

Tendo em mente que os Organizadores Prévios, sdo as conexdes e
construcdes pessoais que os alunos possuem, e que sao elaborados de maneira
Gnica em cada pessoa, de acordo com a sua interacao cotidiana com o mundo, vale
salientar que ao se falar em Aprendizagem Significativa, devemos ter em mente toda
a estrutura semantica do material a ser apresentado. Deste modo, a elaboragéo e
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execucao deste planejamento deve garantir que a linguagem utilizada pelo professor
e no material didatico seja 0 mais proximo possivel da linguagem cotidiana do aluno.

Até o momento o planejamento j4 apresentou aos alunos os Organizadores
Prévios e relacionou-os com o conhecimento do aluno sobre o tema. Mais algumas
informacdes relevantes sdo expostas.

Definicdo: "Criptografia € a arte ou ciéncia de escrever em cifra ou em
cadigos, de forma a permitir que somente o destinatario a decifre e compreenda". E
complementada com a seguinte informacdo, "A Criptografia transforma textos
originais, em uma informagé&o transformada (texto cifrado), que tem a aparéncia de

um texto randémico (gerado aleatoriamente) ilegivel".

/CRIPTOGRAFIAX

Kryptos, "escondido”

graphein, "escrita”

0 a decifre e

Figura 7: Slide 7 - O que € Criptografia?
Neste momento sdo mostrados instrumentos que foram usados ao longo da
histéria para que mensagens fossem criptografadas ou escondidas. Como por
exemplo, Bastédo de Licurgo, Cifra de César, Cilindro de Jefferson, Cédigo Morse, A

maquina ENIGMA e o Colossus.



42

r i - SRR 4 ot

CRIPTOGRAFIA ATRAVES DOS TEMPOS CRIPTOGRAFIA ATRAVES DOS TEMPOS
~—:\S’:{€}. s

B e . = e

’ Rt i gl
Game Pom=
5 Q---=

I R -

r.' W o . o ——
R e " e e

CRIPTOGRAFIA ATRAVES DOS TEMPOS

Figura 8: Slide 8 a 11 - Exemplos de Técnicas de Criptografia ao longo da Histéria.

Para cada um dos instrumentos de Criptografia supracitados, é feita uma
indagacéo para os alunos, a fim de saber se eles possuem pelo menos uma ideia de
como era feita a Criptografia com cada um deles. Exemplificando para os alunos
COMO O pProcesso ocorria.

Chegamos entdo a comentar como a Criptografia € usada nos nossos dias
atuais. Exemplificando que, "Nos dias atuais, com o aumento do comércio e de
transacdes eletronicas que requerem algum tipo de seguranca, a Criptografia tornou-
se uma ferramenta fundamental para a utilizacao da Internet".

Apos a discussdo com a turma e apresentada a definicdo de Criptografia e
alguns exemplos, a intencdo deste material € envolver os alunos em atividades
potencialmente significativas, apresentadas de forma ldgica e que utilize os "pontos
de ancoragem" que foram lancadas no primeiro momento da aula. Deste modo
temos uma atividade que Ausubel define como aprendizagem por descoberta, que é
caracterizada pelo fato do contetdo a ser aprendido ser descoberto pelo educando.

O aluno realiza tarefas antes de atingir de fato a aprendizagem de Funcao
Inversa. A Criptografia é utilizada para que os alunos desenvolvam e agreguem mais
informagdes ao conceito de Inversa.
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Nesta parte da aula iniciam, as atividades.

Atividade 1 - Esta atividade tem por objetivo apresentar uma das formas
mais simples de Criptografia, a Criptografia de substituicdo de letras por

ndmeros.

A atividade a seguir, apresenta uma das formas de Criptografia mais basicas,
que consiste em fazer a substituicdo das letras por nimeros. Desta forma, cada letra
€ associada a um numero e fazemos a substituicdo da letra pelo nimero. Neste
exercicio trabalharemos apenas com nuameros para que os alunos nao confundam o
namero do texto, com o numero da substituichio no momento da criacdo das

palavras, que é feita letra por letra. A separacéo das palavras é feita por um traco (-).

A B C D E F G H | J K L M

0 1 2 3 4 5 5] 7 a8 9 10 11 12

N 0 P Q R ] T U vV X Y W Z

13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Figura 9: Criptografia de Substitui¢do

A) — Tendo como base a tabela acima, codifigue a frase: "AGORA EU SEI
EXATAMENTE O QUE FAZER" utilizando a tabela.

Mensagem Codificada:

B) — Decodifigue a mensagem a seguir, utilizando a tabela: "|16-20-0-13-19-14|
|12-0-8-18| |0| |6-4-13-19-4| |17-0-11-0| |12-0-8-18| |0| |6-4-13-19-4| |2-17-4-
18-2-4|".

Mensagem Decodificada:

A ideia é que ao realizar tal atividade o aluno perceba que para cada
associacao feita ao par (letra, nUmero) € possivel que esta associacao seja desfeita,
fazendo simplesmente a associacdo Inversa (numero, letra), ou seja, estamos

fazendo a acéo Inversa.
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Em seguida, € dito aos alunos que: O ato de fazer alguma coisa e depois
desfazé-la € um ato comum que é praticado todos os dias. Avaliando rapidamente,
conseguimos pensar em algumas acdes que realizamos e que depois fazemos a
acdo Inversa. Todas as acdes a seguir os alunos ja possuem, temos entdo uma
tentativa de trazé-los a tona, para serem utilizados também como pontos de

ancoragem. Sendo as acoes diarias:

e Abrir e fechar a porta de casa;

e Entrar na sala de aula para assistir as aulas e sair quando elas
terminam;

e Subir as escadas e descer as escadas;

e Colocar a chave na fechadura e retirar a chave da fechadura;

e Abrir o ziper da mochila e fechar o ziper da mochila.

Em todos estes casos, existe uma acao Inversa, ou seja, o0 ato de abrir e 0 ato
de fechar, o ato de subir e 0 ato de descer, o ato de colocar e o ato de retirar.

Isto também ocorre na Matematica. Matematicamente também é possivel
fazer e desfazer acbes, que sdo entendidas como Operacgdes Inversas. No caso da
soma a Operacdo Inversa é a subtracdo, no caso da multiplicacdo a diviséo.

Assim, é feito o seguinte questionamento: "Como faremos para decodificar as
mensagens que foram codificadas?" Espera-se que 0s alunos respondam que basta
olhar na tabela os numeros que representam as letras e em seguida fazer a
substituicdo dos mesmos. Caso os alunos ndo respondam fazendo referéncias a
tabela, faremos questionamentos sobre o uso da tabela e a associacdo das letras e

ndumeros nela.

Atividade 2 — O Codigo de César: Tem por objetivo incentivar aos alunos a
fazerem uso de uma das primeiras formas de Criptografia que se tem noticia, a

Cifra de César.

O conceito de Criptografia de substituicdo, sera reforcado, uma vez que a
Cifra de César utiliza tal metodologia.
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Suetbnio, escritor romano que viveu no inicio da era cristd (69 d.C.), em seu
livro Vida dos Césares, escreveu a biografia dos imperadores romanos de Julio
César, a Domiciano. Na publicacédo, o autor conta que Julio César (100 — 44 a.C.)
usava na sua correspondéncia militar uma chave de substituicdo muito simples, na
qual cada letra da mensagem original era substituida pela letra que a seguia em trés

posicbes no alfabeto. A letra A era substituida pela D, a B pela E, e assim

sucessivamente.
A B C D E F G H I J K L M N 0 P Q R s T U v X Y w Z
D E F G H I J K L M N 0 P Q R S T U \'i X Y W Z A B

Figura 10: Cifra de César

A) — Com base na tabela acima, como podemos fazer para decodificar utilizando

a cifra de César?

B) — Tendo por base a tabela da Cifra de César mostrada acima, codifique a
mensagem a seguir. "EU VOU PEDIR PROS ANJOS CANTAREM POR
MIM".

Mensagem
Codificada:

C) — Tendo como base a tabela da Cifra de César, mostrada acima, decodifique
a mensagem a seguir: "SHQVHL HP XH JYDUGDU, PDV IRL PHOKRU
DVVLP".

Mensagem Decodificada:

A ideia é que ao se realizar esta segunda atividade, se tenha mais referéncias
a acoes Inversas realizadas na Criptografia, a fim de fixar o ato de fazer e desfazer.
O conceito de Inversa vai aos poucos sendo refinado e detalhado.



46

Apbs concluida a atividade, é perguntado aos alunos: por que nesta forma de
codificacdo é tdo facil descobrir como a mensagem foi codificada? E possivel fazer
uma variagdo desta forma de codificacdo mantendo as mesmas caracteristicas de
associar letras? Apos uma breve discussao com a turma, é explicado para os alunos
gue mesmo gue avancemos tantas casas quantas forem possiveis, ainda sim a
forma de compreender a mensagem é simples de ser decodificada, pois, s6 teremos
26 variacbes de codificacdo neste tipo de Criptografia. Em seguida iniciamos a
atividade 3.

Atividade 3 — Seu Cddigo: Essa atividade tem como objetivo observar se os
alunos compreenderam que é necessario fazer o codigo e pensar

Inversamente para decodifica-lo.

Essa atividade deve ser realizada em trios, nela os alunos devem criar uma
forma de codificar e decodificar as mensagens. Eles devem deixar evidente a forma
como é feita a codificacdo e como devemos proceder para retornar a mensagem

original (decodificag&o).

A) — Com a ajuda dos seus companheiros de grupo, crie uma forma de
codificacdo, e em seguida, codifique a seguinte mensagem: "NOs estudamos
no IFRJ"

Obs.: Lembre-se de anotar detalhadamente como vocés criaram a forma de

codificar a mensagem.

B) — DESAFIO: Observe bem a seguinte mensagem codificada e tente descobrir
qgual forma de codificacdo foi utilizada. Em seguida escreva a mensagem

decodificada.

B NBUFNBUJDB F GBTDJOBOUF
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Forma de Codificacao:

Mensagem Decodificada:

E pedido que voluntariamente dois ou trés grupos, coloquem a mensagem
codificada no quadro, para que os demais alunos possam tentar descobrir qual a
forma de codificacdo utilizada. Esta explicacdo, por parte dos grupos, é a ligacéo
para introducéao ao tema de Funcéao Inversa.

A compreensao do conceito de Inversa deve estar evidente como sendo
aquele que leva o elemento transformado ao seu original. Como no caso da
codificacdo e decodificacdo que ¢é utilizado na Criptografia. Desta forma a
Criptografia se utiliza de uma regra especifica para decodificar a partir da regra de
codificagdo. Logo, para que seja possivel fazer e desfazer tal processo, é necessario

que se estabeleca uma relacdo um a um entre dois elementos, original e codificado.

Deste modo, ao se aplicar a regra da Inversa ao termo codificado, e para que
nao exista duvida ao se desfazer o processo, 0 elemento real a ele associado, deve
sempre existir. Esses elementos sdo a base para a compreensdo de que a
existéncia da Funcédo Inversa tem de estar atrelada (subordinada) a condicao de
Bijecéo, para isso, sdo propostas duas atividades, para verificar a necessidade de a

Funcdo ser Injetora e a segunda para verificar a necessidade de ser Sobrejetora.

Atividade 4 — Tem por objetivo verificar se os alunos compreenderam que para
decodificar uma mensagem € necessario fazer a operacdo Inversa da

Codificacao.

Tendo por base a seguinte mensagem codificada "GJR ANSIT F KZSHFT
NSAJXYF", descubra como foi feita a codificagdo da mensagem e em seguida crie
uma forma de decodifica-la. Obs.: Lembre-se de anotar detalhadamente como vocés

acham que é a forma de codificar a mensagem. E como fazemos para decodifica-la.
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GJR ANSIT F KZSHFT NSAJXYF

Forma de Codificacao:

Mensagem Decodificada:

Nesta atividade colocamos a sua resolugdo para evidenciar o aparecimento
de Funcdes como codificadores, e a necessidade de uma Funcao Inversa para

decodificar.
Respostas da Atividade

A) — Tendo por base a seguinte mensagem codificada "GJR ANSIT F KZSHFT
NSAJXYF", descubra como foi feita a codificacgdo da mensagem e em

seguida crie uma forma de decodifica-la.

A mensagem foi decodificada fazendo a soma de 5 para cada posi¢cao da
letra, por exemplo a letra A que se encontra na primeira posicdo do alfabeto foi
acrescida de 5 posicdes e assim feita a substituicdo pela letra F. Assim sendo a
chave de codificacdo usada foi f(xX) = x + 5. Onde x representa o niumero da posi¢ao
da letra no alfabeto.

Mensagem Decodificada: “BEM VINDO A FUNCAO INVERSA”. A forma utilizada
para decodificar a mensagem foi encontrando a Inversa da Func¢do acima g(x) = X -
5, onde X representa a posicdo que a letra se encontra no alfabeto, por exemplo
guando na mensagem codificada temos a letra G (posi¢éao 7), logo, g(7) =7 -5 —
a(7) = 2, logo letra B. O mesmo vale para todas as letras do alfabeto.

Assim, temos a decodificacdo feita através da Func&o Inversa, portanto:
F(X) =x+5esualnversa G(X) =x -5

Tais ideias sdo trabalhadas oralmente com os alunos através das
intervengdes pedagdgicas. O seguinte questionamento sera feito:
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Mas o que é Funcao Inversa?
Vamos observar atentamente as Fungfes que encontramos no exercicio
anterior f(x) e g(x), onde x representava a posicdo da letra no alfabeto. Assim,

chegamos a concluséo de que F(x) =x+5e G(X) =x - 5.
Para resolver o exercicio do desafio fizemos os seguintes calculos:
x=2(letraB) — f(2) =2 + 5 =7(letra G)
x = 5(letra E) — f(5) =5 + 5 = 10(letra J)
x = 13(letra M) — f(13) = 13 + 5 = 18(letra R)

Logo, os valores 7, 10 e 18 sdo imagens da Funcado f no Contradominio,
formando os pares ordenados (X, f(x)). E como se esta trabalhando com codificacéo

os valores séo as codificacbes para as letras B, E e M:

Gerando os pares:

X fx) =x+5 Pares Troca de Letras
2 7 2,7 (B, G)
5 10 (5,10) (E.J)
13 18 (13, 18) (M, R)

Porém, para voltarmos para as letras originais precisamos fazer uma

Operacdao Inversa e para isso utilizamos a Funcao g(x) = x - 5.
Com isso chegamos a seguinte conclusao:
x = 6(letra G) - f(6) = 7 -5 = 2(letra B)
x = 10(letra J) — f(10) = 10 - 5 = 5(letra E)

x = 18(letra R) — f(18) = 18 - 5 = 13(letra M)
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X gxX)=x-5 Pares Troca de Letras
7 2 (7,2) (G, B)
10 5 (10,5) (. E)
18 13 (18, 13) (R, M)

Observando bem as duas tabelas, podemos notar que € possivel obter os
pares da Funcéo g invertendo a ordem dos pares da Funcéo f.

Por isso, podemos dizer que g € a Funcao Inversa de f e a representamos
9(x) = F(x).

A dindmica proposta nesta Ultima atividade busca fazer ligacdes de/para o
organizador com novas informacfes referente ao conteudo propriamente dito.
Temos atividades que se encaixam na teoria de Ausubel como sendo atividades de
Reconciliacdo Integradora, estas atividades possuem o objetivo de trazer novas
informacdes a respeito das condi¢cdes necessarias para que se possa trabalhar com
Funcdes Inversas.

Como os alunos j& estudaram previamente conteudos sobre Fungdes Injetivas
e Sobrejetivas, ja conhecem as definicbes dos conceitos abordados. Assim eles
estardo de posse de conhecimentos que Ihes possibilitardo, refletir e questionar o
porqué de tais condicBes serem necessarias.

A Criptografia € mais uma vez utilizada para trazer a tona e fazer ligagbes
com ideias que ja& estdo previamente estabelecidas na estrutura cognitiva dos
alunos. Como os conceitos de injetividade e sobrejetividade ja estdo presentes, as
atividades visam ndo sO resgatar tais conceitos, como também agregar e/ou
reorganizar significados a elementos ja existentes. E possivel que se tenha uma
recombinacdo dos conceitos previamente apresentados aos alunos e, portanto,
presentes na sua estrutura cognitiva. Caracterizando assim o que se define como

Reconciliacdo Integrativa.
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Atividade 5 (Injetora) — Tem como objetivo evidenciar para os alunos a
obrigatoriedade das Funcdes serem Injetoras para que seja possivel obter a

Inversa.

A atividade que se segue tem como objetivo mostrar para os alunos que
temos de trabalhar sempre com Funcdes Injetora para que seja possivel obter a
Inversa. Caso contrario seria possivel que letras diferentes fossem codificadas da
mesma forma. Uma vez que isso ocorra como fariamos para desfazer a codificacdo?
Seria algo impossivel visto que uma ou mais letras estariam associadas ao mesmo

simbolo.

A B C D E F G H | 1 K L M
1 2 3 4 1 6 7 1 3 4 5
N 8] P Q R 5 T U W X Y W z
& 1 7 a 9 10 2 1 3 4 5 & 7

Tendo por base a tabela acima decodifigue a mensagem que se segue:

16-1-1| |1| |7-1-10-10-1-3-1-4| [10-1-2-1-9

Atividade 6 (Sobrejetora) — Tem como objetivo evidenciar para os alunos a
obrigatoriedade de as Funcdes serem Sobrejetoras para que seja possivel

obter a Inversa.

A préxima atividade tem seu foco voltado para mostrar que além de termos
que trabalhar sempre com Funcdes Injetoras na codificacdo, devemos ter também
obrigatoriamente que a Funcdo seja Sobrejetora, para que seja possivel obter a
Inversa. Caso contrario seria possivel que algumas letras ficassem sem associacdes
na hora de fazer a codificacdo ou decodificacdo. O que impossibilitaria de fazer a

decodificacéo
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N - - - - - - - - - - - -

14 | 15 | 17 | 25 | 26 | 27 | 29 | 32 | 33 | 34 | 37 | 39 | 40

Tendo por base a tabela acima decodifiqgue a mensagem que se segue,

lembrando que os numeros com traco (-), ndo possuem letras associadas:

|14-1-15| |5| |17-15-27-27-9-33-5-12)

As duas atividades anteriores (5 e 6), servem para mostrar que, uma vez que
trabalhamos com Func¢des Inversas temos sempre que estar utilizando Fungdes que
sejam ao mesmo tempo Injetora e Sobrejetora, logo, Funcdes Bijetoras. Assim todo
elemento do Dominio tera um correspondente no Contradominio e todo o conjunto
Imagem da Funcao cobrirh o Contradominio. Desta forma sempre sera possivel se

obter a Inversa de uma Funcgao.
Entdo se f(x) = x + 5, f(x) = x - 5.

Na Funcao f, podemos fazer destaque para duas caracteristicas importantes
sendo:

O Contradominio de f coincide com o conjunto das Imagem, ou seja, todo
elemento do Contradominio é correspondente de algum elemento do Dominio;

Cada elemento do Contradominio de f € imagem de um Unico elemento do

Dominio.

Estas condi¢cdes devem ser satisfeitas para que a Funcdo tenha uma Inversa
ou seja Invertivel. As FuncbOes que satisfazem a essas duas condicbes sao

denominadas Funcdes Bijetoras. Portanto, apenas as Funcdes Bijetoras possuem
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Inversas. Dada uma Funcao f: A — B, Bijetiva, denomina-se Funcéao Inversa de f a

Funcéo f1: B — Atal que, se f(a) = b, entdo f(b) =a,coma e Aeb € B.
Determinando e Representando a Fungéo Inversa

Caso a Funcdo seja Bijetora, e, portanto, possua Inversa, € possivel
determinar a sua Inversa. Para isso, "trocamos" a variavel x por y na lei de formacao,
e em seguida "isolamos” o y, obtendo assim, a lei que define a Funcao Inversa. Vale
ressaltar que precisamos ter cuidado com o Dominio uma vez que determinamos a
Inversa. A representacéo da Funcao Inversa é feita colocando um -1 como expoente
na letra que representa a Funcao, como por exemplo, seja f uma Funcao invertivel

qualquer f1 é a representacéo para denominar sua Inversa.

Exemplo: Obtenha a lei da Funcé&o Inversa da Funcéo fdadapory=x+5

y=Xx+5

1

x =y +5 — Trocando y por X € X por y
y =X-5—Isolando y

Entdoy = x - 5 é a lei de formacado da Funcéao Inversa dada pory = x + 5.

Esta atividade tem por objetivo trabalhar a construgdo do grafico da Funcéo
Inversa, baseado nas caracteristicas do grafico original e da inversdo dos pares

ordenados, além também da reflexdo da reta de simetria do grafico y=x.

Atividade 7 — GeoGebra — Tem por objetivo trabalhar a constru¢cdo do grafico
da Funcédo Inversa, a partir das caracteristicas do grafico da Funcé&o original e

Invertendo os pares ordenados.

Nesta atividade é pedido que os alunos trabalhem no software GeoGebra?,

para trabalhar de maneira dinamica com os graficos.

O GeoGebra é um programa de matematica dindmica, feito com o intuito de ser utilizado em sala de aula, o qual junta aritmética, algebra,
geometria e calculo. O GeoGebra possibilita o desenho de pontos, vetores, segmentos, linhas e fungdes, e ainda, a alteracdo dindmica deles,
assim que terminados. Com o GeoGebra também é possivel inserir equagdes e coordenadas diretamente nos graficos.



54

Tendo por base a Funcdo f(x) = x + 3, determine a sua Inversa
algebricamente, em seguida faca o grafico da Funcéo original. Marque o0s pontos
(x,y), determine os respectivos pontos inversos (y,x) e trace o grafico da Inversa que
foi determinada algebricamente.

Agora, escolha uma Funcédo e determine a sua Inversa algebricamente,
depois faca o grafico da Funcdo original, marque os pontos (x,y), determine o0s
respectivos (y,x) e trace a Inversa que foi determinada algebricamente. Trace a reta
y=x e verifique as caracteristicas da Funcéo original em relacdo a Inversa. Em
seguida responda:

O que ocorre com os pares ordenados (X,y) da Funcéo original em relacao a
Funcao Inversa?

Existe alguma relacéo entre o gréafico da Funcéo original e reta y=x e o grafico
da Inversa?

Respostas da Atividade

Tendo por base a Funcdo f(x) = x + 3, determine a sua Inversa
algebricamente, em seguida faca o grafico da Funcao original. Marque os pontos
(x,y), determine os respectivos pontos inversos (y,x) e trace o grafico da Inversa que
foi determinada algebricamente.

Determinando algebricamente a Inversa de f(x) = x + 3.

y=x+3

1

x=y+3 - Trocando y por x e x pory
y=x-3 - Isolandoy

Entdo y = x - 3 é a lei de formacao da Funcéao Inversa dada pory = x + 3.

Grafico da Funcéo original:



Figura 11: Grafico da Funcéo Original.

Marcando os pontos (x,y) e determinando os pontos (y,X).

y=x+3

(0.3)

(-3,0) (3,0)

/ : ’ ) ‘ ) 3
4
2

-¢(0.-3)

Figura 12: Marcag¢do dos Pontos da Inversa.

Tracando o grafico da Inversa que foi determinado algebricamente.
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y=x+3

Figura 13: Grafico da Funcéo Inversa e da Original.

Para as questdes propostas teremos as seguintes respostas:

O que ocorre com os pares ordenados (x,y) da Funcéo original em relagcédo a
Funcéo Inversa?

Os pares ordenados da Funcao original aparecem Permutados (em ordem
Invertida) na Funcdo Inversa, ou seja, para todo par ordenado (x,y) da Funcao
original, eles aparecer&o na Inversa como sendo (y,X).

Existe alguma relacdo entre o grafico da Funcéo original e reta y=x e o grafico

da Inversa?
Sim. O grafico da Funcéo original € Simétrico em relagéo a reta y=x.

Como visto anteriormente a teoria de Ausubel € composta por etapas cujo
objetivo final é a construcdo de um material potencialmente significativo. O autor
destaca que as primeiras e, geralmente mais dificeis tarefas sdo as que determinam
a estrutura conceitual do que sera ensinado. Nesta etapa deve-se identificar quais
serdo os Subsuncores que terdo relevancia para a aprendizagem do novo conteudo,
bem como identificar a estrutura cognitiva do aluno.

Assim sendo:

e A primeira etapa do nosso planejamento, visa verificar 0s conceitos
envolvidos no conteddo de Funcdo Inversa, bem como os

conhecimentos prévios necessarios a sua aprendizagem.
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A segunda etapa € a etapa de motivacdo, que visa despertar o
interesse do aluno, segundo Ausubel, uma das condi¢cdes para a
Aprendizagem Significativa ocorrer.

A terceira etapa visa descobrir 0 que o aluno ja sabe sobre o tema, ou
seja, se possui Subsuncores relevantes, fazemos uso de diversas
formas de Criptografia adotadas ao longo da histéria, como também
formas de Criptografia simples, tendo por objetivo enraizar no aluno o
conceito de fazer e desfazer, uma operacdo retornando sempre a
informagéao original.

A guarta etapa esta centrada nos Organizadores Prévios, atividades
com niveis crescentes de refinamento, tendo em mente a reconciliacdo
integradora visando trazer novas informacdes a respeito das condicdes

necessarias para que se possa trabalhar com Func¢des Inversas.

A proxima etapa do planejamento 52 etapa visa realizar uma avaliacdo a

respeito da eficacia do planejamento proposto. Sobre avaliagcdo em Aprendizagem

Significativa Moreira (1999) destaca que, s6 tem sentido se o ensino tiver sido

organizado de modo a facilitar a Aprendizagem Significativa.

52 Etapa — Tem por objetivo apresentar as atividades avaliativas.

Apresentamos a seguir as atividades avaliativas.

A primeira atividade, visa verificar se os alunos compreenderam que ao se

fazer a Inversa de uma Fungéo, os pares ordenados (x,y) da original, aparecerao

como pares ordenados da Inversa como sendo (y,X).

1. O esquema a seguir representa uma Funcgdo Bijetora f, de M em N. Faga o esquema

da Funcdo Inversa.
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Ja a segunda atividade trabalha com Func¢des do primeiro grau, assim, o
exercicio tem por objetivo verificar se os alunos compreenderam que, ao se fazer o
grafico de uma Funcdo Inversa, geometricamente € necessario Inverter todos os
pares ordenados (X,y) da original, para pares ordenados (y,x) da Inversa, logo os
pontos encontrados para a Inversa, por se tratar de uma Funcdo Polinomial do

primeiro grau, ja estarao na posicao do gréafico da Inversa.

2. Dados os graficos a seguir determine o grafico da Inversa.
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A=(2,3)

1] A=(1,1)

Y B=(0,-4)

B=(1,:3)

A=(0,0)

a2 B=(1,:2)

A atividade numero trés, objetiva verificar se 0 aluno é capaz de encontrar
algebricamente a Inversa de uma Funcdo. Ou se o aluno foi capaz de entender

como se faz para encontrar algebricamente a Inversa de uma Funcdao.

3. Obtenha a Funcgao Inversa das seguintes Fungdes:
a) f(x)=3x-2

b) f(x)=x-7

c) f(x)=3x-6

A atividade quatro serve para verificar se os alunos entenderam que sao
necessérias algumas condi¢cdes para determinar a Inversa de uma Funcéo, entre

elas a Funcao deve ser ao mesmo tempo Injetora e Sobrejetora, com isso 0s alunos
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devem se atentar a forma do grafico da Funcao original. Pois, alguns dos gréaficos
propostos no exercicio ndo possuem Inversa, justamente pelo fato de ndo serem

Funcdes Injetoras e Sobrejetora.

4. Verifique graficamente e algebricamente se as Fung¢des possuem Inversa. E justifique

sua resposta.

a) y=x? b) y=x

44

c) f(x)=-x*+2x*+1 d) f(x)=-2*+1

14

A quinta atividade, visa verificar se os alunos compreenderam que ao se fazer
o gréfico da Inversa, basta que sejam invertidos os pares ordenados (x,y) da original
e tracados os tracado o grafico da Inversa obedecendo a sequéncia dos pontos e

formato do grafico da original.



5. A partir do grafico dados desenhe o grafico da sua Inversa.

A=(14)

C=(4101)

61
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CAPITULO 5 — CONSIDERACOES FINAIS

Logo no inicio desta pesquisa, a intensdo era verificar se usando a
Criptografia como contexto para o ensino de Fungdo Inversa tornariamos a
Aprendizagem Significativa. No entanto, ao longo das leituras e aprofundamento
sobre o0 que é a Aprendizagem Significativa e como ela se desenvolve percebeu-se
que teriamos, antes de tudo, de responder a seguinte pergunta: é possivel construir
uma sequéncia didatica para o ensino de Funcdo Inversa usando a Criptografia
dentro do que preconiza a Aprendizagem Significativa? Assim, partimos para o
desafio de construir esta sequéncia didatica.

J& havia estudado sobre a Aprendizagem Significativa na disciplina sobre
Teorias de Aprendizagem, mas este trabalho exigiu um aprofundamento no tema e
nos conceitos que a norteiam, permitindo fazer associacdo entre 0Ss conceitos
existentes na teoria de Ausubel e buscar atividades que de fato se encaixem em tal
teoria. Esta foi uma tarefa bastante ardua, na qual foram enfrentadas algumas
dificuldades, principalmente porque os textos trazem pouquissimos exemplos da
utilizagéo da teoria de Ausubel em Matematica.

O processo de construcdo da sequéncia foi um processo marcado por
diversos momentos de impasse e de modificacdo. O primeiro deles foi em como
abordar o tema. A principio foi pensada uma aula explicando o que seria a
Criptografia, mas Ausubel enfatiza muito no despertar a vontade do aluno, de modo
que foi necessario rever a forma de introduzir o conteddo e buscar no tema uma
conexao com a realidade que tivesse potencial para despertar a atengéo dos alunos.

Na construcdo da proposta didatica, foi necesséario ter sempre em mente o
objetivo de construir um material que se tornasse potencialmente significativo. Sabe-
se que aprender e ensinar Matematica sao processos que ndo podem ser separados
e, que, quando bem entendidos, sdo essenciais para uma boa préatica docente.
Portanto, o professor deve, sempre que possivel, buscar novas formas para o
processo ensino-aprendizagem, tendo em mente 0s conceitos matematicos e, mais

do que isso, compreender o contexto social e a realidade do aluno.
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Ao final deste trabalho percebeu-se que € sim possivel construir uma
proposta didatica dentro do que preconiza Ausubel para Aprendizagem Significativa,
apesar de ndo ser uma tarefa simples. S&80 muitas as variaveis a serem
consideradas e uma atividade que isolada pode ser interessante, nem sempre se
encaixa na sequencia didatica exercendo o papel que precisamos que ela cumpra.

Verificou-se que organizar o planejamento de um contelddo propiciando a
Aprendizagem Significativa exige novos olhares para o conteudo. Nao basta que
definamos apenas 0s objetivos, mas mais do que isso, precisa-se determinar quais
sdo o0s conhecimentos prévios necessarios, investigar quais 0S possiveis
Subsuncores, ou onde/como procurarmos as ancoras que os alunos podem utilizar.

Dessa forma, é necessario olharmos para o conteado com olhar investigativo
e integrativo a fim de elencarmos quais sdo os elementos que podem servir de
Subsuncores.

Por fim definir o que para cada turma pode servir como Organizador Prévio.
Esse € um processo continuo porque para cada turma, apesar do mesmo conteudo,
pode-se ter niveis de conhecimento prévios diferentes, Organizadores Prévios que
funcionem com uma turma pode nao ser o adequado para outra, uma vez que 0S
interesses e realidades ndo coincidam;

A busca de indicios para a ocorréncia de uma Aprendizagem Significativa ndo
€ uma tarefa simples. Segundo Ausubel, Novak e Hanesian (1980), verificar se uma
aprendizagem ocorreu simplesmente perguntando ao estudante os atributos de um
conceito ou proposicdo € arriscado, em virtude da possibilidade da utilizacdo de
respostas mecanicamente memorizadas.

Uma forma de verificar tal aprendizagem proposta por Moreira e Masini
(2001), é fazer uso de situacbes novas e que nado sejam familiares com as
conhecidas pelos alunos. Desta forma, exige-se que os alunos facam uma espécie
de transformacdo do conhecimento assimilado. Outras possiveis formas de
avaliacdo, sdo através da resolucdo de problemas ou na construcdo de mapas
conceituais por parte dos alunos. Esta questdo de avaliacdo € um encaminhamento

para um aprofundamento futuro deste trabalho, com a aplicacdo das atividades e a
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construcdo de um instrumento avaliativo para verificar sua eficacia uma vez que
demanda de mais tempo para se fazer uma aplicacao.

A realizacdo desta pesquisa foi uma tarefa bastante &ardua, porém, foi
bastante recompensadora quando finalizada. Vale ressaltar que este trabalho
contribuiu de maneira positiva, cCoOmo um passo a mais no processo de crescimento
tanto pessoal, quanto de futuro educador. Foi um aprendizado que mudou nossa
forma de pensar sobre o planejamento de uma aula, descobrindo aspectos
importantes para 0s quais ndo nos atentavamos antes, como por exemplo a questao
dos Organizadores Prévios. Portanto um professor deve estar sempre estudando e

acumulando conhecimento, pois, aprende e ensina a todo momento.
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7. APENDICE

PLANO DE TRABALHO

Tema: O estudo de Funcgéo Inversa pela Criptografia.
Introducéo:

O presente trabalho pretende discutir metodologias voltadas para a contextualizacéo e
realidade do aluno com o objetivo de tornar os conceitos que envolvem os conte(ldos mais
significativos. Assim, usaremos a Criptografia como recurso para tornar o ensino de alguns

contetdos do ensino fundamental e médio, mais desafiador, interessante e contextualizado.

Este plano de trabalho visa: discutir e apresentar o que € Criptografia, apresentar
atividades que envolvam Criptografia, codificacdo, decodificagdo de mensagens e dados,
conceituar Funcdo Inversa a partir da experiéncia em codificar e decodificar. Com isso sera

possivel, mostrar para os estudantes a aplicacdo do tema aos contetidos matematicos.
Justificativa:

A motivacao para o estudo da Matematica no Ensino Médio esta voltada para o nivel
de significacdo e aplicabilidade. Os alunos nesta faixa etaria ttm como caracteristica o
imediatismo. Partindo destes enfoques se torna mais facil atrair sua atencdo inicial, assim, a
Matematica deve ser tratada de forma clara e contextualizada. Uma forma de tornar isso
possivel € fazer a integracdo entre a Matemética e outras &reas de conhecimento. Aliar a
Matematica a Criptografia através dos conteddos matematicos desenvolvidos no Ensino
Médio, permite ao aluno perceber que existe a possibilidade da unido do conhecimento
matematico em situacdes praticas presentes no dia a dia.

A Criptografia oferece ao professor de Matematica do Ensino Médio a possibilidade

de formar conceitos, exercitar e revisar os conteudos aprendidos na sala de aula. Fazer uso de




69

atividades de codificacdo e decodificacdo, envolvendo os conteddos matematicos tem grande
potencial para despertar o interesse dos alunos.

O contetido de Criptografia € utilizado para que se tenha uma maior seguranca em
redes de computadores e protecdo de informacdes, assunto de extrema importancia em uma
sociedade globalizada e cuja rotina, cada vez mais, esta ligada a tecnologia da informacéo.

Desta forma, entdo buscamos conteldos que pudessem estar relacionados a

informatica, que fossem aplicados a esse campo de conhecimento.
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Conceitos/Pré-requisitos:

Objetivos:

12 Aula

Tempo de

Funcdes;

Dominio, imagem e Contradominio;

Conceito de Funcdo Injetora, Sobrejetora, Bijetora;
Gréfico, Plano Cartesiano;

Simetria, reflex&o e rotagéo.

Entender o que é Criptografia;
Compreender a importancia da inversdo para decodificacdo da mensagem original;

Solucionar atividades que envolvam Criptografia, codificacdo, decodificacdo de
mensagens;

Criar uma forma de codificacdo de mensagens propria.
Compreender o conceito de Funcao Inversa;

Reconhecer a necessidade da Bijecdo como condicdo para a existéncia de uma
Funcdo Inversa;

Identificar se uma Funcéo é invertivel,
Identificar as caracteristicas do grafico da Funcéo Inversa;
Reconhecer o grafico de uma Fungéo Inversa dado o gréafico da Funcdo;

Determinar graficamente e algebricamente a Inversa de uma Fungéo.

duracdo: 100 minutos.

Recursos Educacionais Utilizados: Data Show, giz, lista de exercicio, quadro.
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Organizacao da turma: Organizacdo normal em fileiras e posteriormente em trios.
Desenvolvimento da Aula:
Primeiro Momento: Conceituacdo e Contexto.

A aula serd iniciada fazendo para os alunos as seguintes indagacdes: '"Vocé acredita
que usar a conta bancéria via internet é seguro?*’, **Voceé teria medo de fazer transacoes

bancérias via internet?", 'O que nos garante a seguranc¢a dos dados?"

Este primeiro Momento da aula, serd importante, pois, serd nosso fator desencadeador
para a teoria da aprendizagem de Ausubel. A interagdo com a internet é algo corriqueiro na
vida das pessoas hoje em dia, por isso, serd utilizado como fator desencadeador para as

atividades que se seguem.

Logo, temos de ter em mente que os Organizadores Prévios, sdo as conexfes e
construcdes pessoais que os alunos possuem. Como tal, terdo um significado Peculiar,
pessoal, intimo. Com isso tais conhecimentos, deverdo ser elaborados de maneira Gnica em
cada pessoa, de acordo com a sua interacdo cotidiana com o mundo. Vale salientar que ao se
falar em Aprendizagem Significativa, devemos ter em mente também toda a estrutura

semantica do material a ser apresentado.

Atentando a possibilidade de os alunos ndo possuirem o0s pré-requisitos necessarios
para que se ocorra uma Aprendizagem Significativa, por falta de Subsuncores na estrutura
cognitiva do aluno. Faz-se necessario utilizar o que Ausubel, Novak e Hanesian (1980)
chamaram de Organizadores Prévios. Tais organizadores servirdo como ativadores ou pontos

de ancoragem para conhecimentos inexistentes ou adormecidos.

Isso, ira permitir uma maior integracdo dos novos conceitos a serem aprendidos. Um
Organizador Prévio abstrai de nivel, ou seja, pode ser mais ou menos especifico de acordo
com a abrangéncia e nivel de especificidade que se deseja sobre o conteudo que serad

posteriormente apresentado.
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Com isso, os Organizadores Prévios apresentados deverdo preencher a lacuna

existente entre aquilo que o aluno ja sabe sobre o assunto e o0 que precisa conhecer.

Ausubel, Novak e Hanesian (1980) ponderam que as Funcdes béasicas de um
Organizador Prévio sdo oferecer mecanismos para a incorporacao e retencao do material mais

detalhado que sera apresentado mais a frente.

Aumentar o nivel de detalhamento entre o Ultimo material apresentado e as ideias
similares e complementares a ele que virdo a seguir, de modo que estas ndo sejam conflitantes
na estrutura cognitiva do aluno. Além disso, devem tornar evidentes as ideias que por acaso ja
existam na estrutura cognitiva e que possam servir de base as novas aprendizagens,

potencializando assim a capacidade de aprendizagem do sujeito.

Frente a isso, sera apresentado aos alunos o conceito que se deseja
desenvolver/recuperar que é o de inversdo usando a Criptografia. Diante disso, ap06s 0s
guestionamentos citados acima, sera apresentado aos alunos as seguintes noticias que se

seguem.




Observe 25 Seguintes Naticias

Criptografia atrapalha policia, diz promotor
7

Qbserve as Seguintes Noticiss
Obama diz ser contrario o uso de criptografia
em smartphones

Obsene 35 & es Noticia s

Conhega cinco apps para s

Observe 35 ¢
AMAZON LANCA NOVO SERVICO DE E-MAIL
CRIPTOGRAFADO

Sequinfes Noficias
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Sera feita a seguinte pergunta: "Mas o que é Criptografia?”, espera-se que os alunos

respondam que Criptografia € uma forma de esconder os dados reais da informacgdo. Mesmo

que os alunos ndo consigam responder a esta questdo, em seguida traremos a seguinte

definicdo:

Definicdo: ""Criptografia é a arte ou ciéncia de escrever em cifra ou em cédigos,

de forma a permitir que somente o destinatario a decifre e compreenda”. E

complementada com a seguinte informacdo, "'A Criptografia transforma textos originais,

em uma informacédo transformada (texto cifrado), que tem a aparéncia de um texto

randdémico (gerado aleatoriamente) ilegivel™. Serdo mostrados instrumentos que foram

usados ao longo da historia para que mensagens fossem criptografadas ou escondidas. Como

por exemplo, Bastdo de Licurgo, Cifra de César, Cilindro de Jefferson, Codigo Morse, A

maquina ENIGMA e o Colossus.
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Para cada um dos instrumentos de Criptografia supracitados, sera feita uma indagacéo
para os alunos, a fim de saber se eles possuem pelo menos uma ideia de como era feita a

Criptografia com cada um deles. Exemplificando para os alunos como o processo ocorria.

Chegaremos entdo a comentar como a Criptografia € usada nos nossos dias atuais.
Exemplificando que, "Nos dias atuais, com 0 aumento do comércio e de transacdes
eletrénicas que requerem algum tipo de segurancga, a Criptografia tornou-se uma

ferramenta fundamental para a utilizagdo da Internet".

Apos feita a discussdo com a turma e apresentada a definicdo de Criptografia, a
intencdo deste material é tentar que os alunos possuam uma estrutura cognitiva sobre
Criptografia mais "nivelada”. Assim, o conteudo que foi detido por eles servira como
influenciador do processo ensino aprendizagem, definido por Ausubel. Teremos entdo os
"pontos de ancoragem”, que serdo as informagdes que serdo utilizadas para (re)descoberta do
novo conteudo (Funcgéo Inversa). O segundo momento da aula seré utilizado para fazermos a
utilizacdo das ancoras que foram langcadas no primeiro momento da aula. Deste modo teremos
uma atividade que Ausubel define como aprendizagem por descoberta, que é caracterizada
pelo fato do contetdo a ser aprendido ser descoberto pelo educando. O aluno possui algumas
tarefas antes de atingir de fato a aprendizagem. Com isso, faremos uso de Criptografia

elementar como um ponto de ancoragem para o conteido de Funcdo Inversa.
Segundo momento: Atividades.
Nesta parte da aula daremos inicio, as atividades.

Atividade 1 - Esta atividade tem por objetivo apresentar uma das formas mais simples de

Criptografia, a Criptografia de substituicdo de letras por nimeros.

A atividade a seguir, apresenta uma das formas de Criptografia mais basicas, que
consiste em fazer a substituicdo das letras por nimeros. Desta forma, cada letra é associada a
um namero e fazemos a substituicdo da letra pelo nimero. Neste exercicio trabalharemos

apenas com numeros para que os alunos ndo confundam o ndmero do texto, com o niUmero da
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substituicdo no momento da criacdo das palavras, que é feita letra por letra. A separacdo das

palavras é feita por um traco (-).

A B C D E F G H | ] K L M
0 1 2 3 4 5 5] 7 8 9 10 11 12

N 0 P Q R ] T U v X Y W Z
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

A) - Tendo como base a tabela acima, codifique a frase:
"AGORA EU SEI EXATAMENTE O QUE FAZER" utilizando a tabela.

Mensagem Codificada:

B) - Decodifique a mensagem a seguir, utilizando a tabela:

"|16-20-0-13-19-14| |12-0-8-18| |0] |6-4-13-19-4| |17-0-11-0] [12-0-8-18| [0] [6-4-13-19-4] |2-
17-4-18-2-4|".

Mensagem Decodificada:

Respostas da Atividade

A) - Tendo como base a tabela acima, codifique a frase "BEIJINHO NO OMBRO"

utilizando a codificacao de avanco de 4 casas.

Mensagem Codificada:|0-6-14-17-0]|4-20||18-4-8||4-22-0-19-0-12-4-13-19-4||14]|16-20-4||5-
0-25-4-17|

B) - Decodifique a mensagem a seguir:

"|16-20-0-13-19-14| |12-0-8-18| 0| |6-4-13-19-4| |17-0-11-0| [12-0-8-18] [0] [6-4-13-19-4] [2-
17-4-18-2-4|".




76

Mensagem Decodificada: “QUANTO MAIS A GENTE RALA, MAIS A GENTE
CRESCE"

A ideia é que ao realizar tal atividade o aluno percebe que para cada associacao feita
ao par (letra, nimero) é possivel que esta associacdao seja desfeita, fazendo simplesmente a
associacdo Inversa (numero, letra), ou seja, estaremos fazendo a acao Inversa, com isso, 0 ato
de realizar a Operacdo Inversa sera mais um dos nossos pontos de ancoragem para o contedo

de Func&o Inversa que sera aos poucos refinado e detalhado no decorrer do plano de trabalho.

Diremos aos alunos que: O ato de fazer alguma coisa e depois desfazé-la é um ato
comum que é praticado todos os dias. Avaliando rapidamente, conseguimos pensar em
algumas acdes que realizamos e que depois fazemos a acao Inversa. Todos 0os conhecimentos
a seguir os alunos ja possuem, temos aqui entdo uma tentativa de trazé-los a tona, para serem

utilizados também como pontos de ancoragem. Sendo as ac¢des diérias:

e Abrir e fechar a porta de casa;

e Entrar na sala de aula para assistir as aulas e sair quando elas terminam;
e Subir as escadas e descer as escadas;

e Colocar a chave na fechadura e retirar a chave da fechadura;

e Abrir o ziper da mochila e fechar o ziper da mochila.

Em todos estes casos, existe uma acdo Inversa, ou seja, o0 ato de abrir e o ato de fechar,

0 ato de subir e 0 ato de descer, o ato de colocar e 0 ato de retirar.

Isto também ocorre na Matematica. Matematicamente também € possivel fazer e
desfazer agdes, que sdo entendidas como operacOes Inversas. No caso da soma a Operacédo

Inversa é a subtracdo, no caso da multiplicacéo a divisdo.

Faremos o seguinte questionamento, "Como faremos para decodificar as mensagens
que foram codificadas?'" Espera-se que os alunos respondam que basta olhar na tabela os

nameros que representam as letras e em seguida fazer a substituicdo dos mesmos. Caso 0s
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alunos ndo respondam fazendo referéncias a tabela, faremos questionamentos sobre 0 uso da

tabela e a associacdo das letras e niUmeros nela.
Atividade 2 - O Codigo de César

A atividade tem por objetivo incentivar os alunos a fazerem uso de uma das primeiras
formas de Criptografia que se tem noticia, a Cifra de César. O conceito de Criptografia de

substituicdo, sera reforcado, uma vez que na Cifra de César € utilizada tal metodologia.

Suetdnio, escritor romano que viveu no inicio da era cristd (69 d.C.), em seu livro
“Vida dos Césares”, escreveu a biografia dos imperadores romanos de Julio César a
Domiciano. Na publicacdo, o autor conta que Julio César (100 — 44 a.C.) usava nha sua
correspondéncia militar uma chave de substituicdo muito simples, na qual cada letra da
mensagem original era substituida pela letra que a seguia em trés posi¢6es no alfabeto. A letra

A era substituida pela D, a B pela E, e assim sucessivamente.

=
-
H
~N

A | B C D E F G H I J K L M| N | O P Q| R S T U
D E F G H | J K LIM|N|O P Q| R S T

Exemplo da Cifra de César

A) — Com base na tabela acima, como podemos fazer para decodificar utilizando a cifra de

César?

B) — Tendo por base a tabela da Cifra de César mostrada acima, codifigue a mensagem a
seguir: "EU VOU PEDIR PROS ANJOS CANTAREM POR MIM".

Mensagem
Codificada:

C) — Tendo como base a tabela da Cifra de César, mostrada acima, decodifigue a mensagem
a seguir: "SHQVHL HP XH JYDUGDU, PDV IRL PHOKRU DVVLP".
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Mensagem Decodificada:

Respostas da Atividade

A) - Com base na tabela acima, como podemos fazer para decodificar utilizando a cifra de

César?

Para decodificar utilizando a Cifra de César, basta que vejamos a letra na linha de baixo e
a letra correspondente na linha de cima fazendo assim a correspondéncia para formar as

palavras.

B) - Tendo por base a tabela da Cifra de César mostrada acima, codifigue a mensagem a
seguir: "EU VOU PEDIR PROS ANJOS CANTAREM POR MIM".

Mensagem Codificada: HY WRY SHGLU SURV DQMRYV FDQXDUHP SRU PLP

C) - Tendo como base a tabela da Cifra de César, mostrada acima, decodifiqgue a mensagem
a sequir: "SHQVHL HP XH JYDUGDU, PDV IRL PHOKRU DVVLP".

Mensagem Decodificada: "PENSEI EM TE GUARDAR, MAS FOI MELHOR ASSIM*

A ideia € que ao se realizar esta segunda atividade é fazer mais referéncias a acoes

Inversas realizadas na Criptografia a fim de enraizar o ato de fazer e desfazer

Ap0s concluida a atividade, sera perguntado aos alunos por que essa forma de codificacéo,
é de facil de se decodificar as mensagens e se é possivel fazer uma variagdo desta forma de
codificacdo mantendo as mesmas caracteristicas de associar letras. Apds uma breve discussdo
com a turma, sera explicado para os alunos que mesmo que avancemos tantas casas quantas
forem possiveis, ainda sim a forma de compreender a mensagem serd simples de ser
decodificada, pois, s0 teremos a 26 variacfes de codificacdo neste tipo de Criptografia. Em

seguida daremos inicio a atividade 3.

Atividade 3 - Seu Cddigo
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Essa atividade devera ser realizada em trios, nela os alunos deverdo criar uma forma
de codificar e decodificar as mensagens. Eles deverdo deixar clara a forma como € feita a

codificacdo e como devemos proceder para retornar a mensagem original (decodificacéo).

Essa atividade tem como objetivo observar se os alunos compreenderam que é

necessario fazer o codigo e pensar Inversamente para decodifica-lo.

A) - Com a ajuda dos seus companheiros de grupo, crie uma forma de codificacdo, e em

seguida, codifique a seguinte mensagem: "Ndés estudamos no IFRJ"

Obs.: Lembre-se de anotar detalhadamente como vocés criaram a forma de codificar a

mensagem.

B) - DESAFIO: Observe bem a seguinte mensagem codificada e tente descobrir qual forma

de codificacdo foi utilizada. Em seguida escreva a mensagem decodificada.
B NBUFNBUJDB F GBTDJOBOUF

Forma de Codificacéo:

Mensagem Decodificada:

Respostas da Atividade

A) - Com a ajuda dos seus companheiros de grupo, crie uma forma de codificacdo, e em

seguida, codifique a seguinte mensagem: "Nos estudamos no IFRJ"
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Resposta Individual para cada grupo.

B) - DESAFIO: Observe bem a seguinte mensagem codificada e tente descobrir qual forma

de codificacdo foi utilizada e em seguida escreva a mensagem decodificada.
B NBUFNBUJDB F GBTDJOBOUF

Forma de Codificacdo: A forma de codificacdo utilizada foi relativamente simples. Foi feita
a substituicdo da letra pela letra seguinte do alfabeto. Assim a letra A foi substituida pela letra

B, a letra M pela letra N.
Mensagem Decodificada: A MATEMATICA E FASCINANTE.

Sera pedido que voluntariamente dois ou trés grupos, cologuem a mensagem
codificada no quadro, para que os demais alunos possam tentar descobrir qual a forma de
codificacdo utilizada. Com esta explicacdo por parte dos grupos, serd 0 nosso gancho para

introdugéo ao tema de Funcgéo Inversa.

A compreensdo do conceito de Inversa deve estar claro como sendo aquele que
“desfaz o que foi feito”. Como no caso da codificagdo e decodificagdo que ¢ utilizado na
Criptografia. Desta forma a Criptografia ira se utilizar de uma regra especifica para
decodificar a partir da regra de codificagdo. Logo, para que seja possivel fazer e desfazer tal
processo, € necessario que se estabeleca uma relacdo um a um entre dois elementos, real x
codificado. Deste modo, ao se aplicar a regra de inversdo ao termo codificado, e para que ndo
haja davida ao se desfazer o processo, o elemento real a ele associado, deve sempre existir.
Esses elementos séo a base para a compreensao de que a existéncia da Funcdo Inversa tem de

estar atrelada (subordinada) a condicéo de Bijecao.

Aula 2

A aula sera iniciada propondo aos alunos o seguinte exercicio de desafio.




DESAFIO:
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A) - Tendo por base a seguinte mensagem codificada "GJR ANSIT F KZSHFT

NSAJXYF", descubra como foi feita a codificagdo da mensagem e em seguida crie uma

forma de decodifica-la. Obs.: Lembre-se de anotar detalhadamente como vocés acham que

¢ a forma de codificar a mensagem. E como fazemos para Decodifica-la.
GJR ANSIT F KZSHFT NSAJXYF

Forma de Codificacao:

Mensagem Decodificada:

Respostas da Atividade

A) - Tendo por base a seguinte mensagem codificada "GJR ANSIT F KZSHFT

NSAJXYF", descubra como foi feita a codificacdo da mensagem e em seguida crie

uma forma de decodifica-la.

A mensagem foi decodificada fazendo a soma de 5 para cada posicdo da letra, por

exemplo a letra A que se encontra na primeira posi¢do do alfabeto foi acrescida de 5 posic¢oes

e assim feita a substituicdo pela letra F. Assim sendo a chave de codificacdo usada foi f(x) = x

+ 5. Onde x representa 0 nimero da posicao da letra no alfabeto.

B) - Mensagem Decodificada: “BEM VINDO A FUNCAO INVERSA”. A forma de

decodificar a mensagem que foi utilizada foi fazendo a Inversa da Funcdo acima g(x) =X -

5, onde x representa a posicao que a letra se encontra no alfabeto, por exemplo quando na

mensagem codificada temos a letra G (posicédo 7), logo, g(7) =7 - 5 — g(7) = 2, logo letra

B. O mesmo vale para todas as letras do alfabeto.
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Assim, temos a decodificacdo sendo feita através da Funcgdo Inversa, portanto: F(X) =

X +5esualnversaG(x) =x-5
Mas o que é Funcgéo Inversa?

Vamos observar atentamente as Funcfes que encontramos no exercicio anterior f(x) e
g(x), onde x representava a posi¢do da letra no alfabeto. Assim, chegamos a concluséo de que
FX)=x+5eG(X) =x-5.

Para resolver o exercicio do desafio fizemos 0s seguintes calculos:
x =2(letra B) — f(2) =2 + 5 = 7(letra G)

x =5(letra E) — f(5) =5+ 5= 10(letra J)

x = 13(letra M) — f(13) = 13 + 5 = 18(letra R)

Logo, os valores 7, 10 e 18 sdo imagens da Fun¢éo f no contra Dominio, formando os
pares ordenados (X, f(x)). E como estavamos trabalhando com codificacdo os valores sdo as
codificagOes para as letras B, E e M;

Gerando os pares:

X f(x)=x+5 Pares Troca de Letras
2 7 2,7 (B, G)
5 10 (5,10) (E,J)
13 18 (13, 18) (M,R)

Porém, para voltarmos para as letras originais precisamos fazer uma Operacgéo Inversa
e para isso utilizamos a Func¢édo g(x) = x - 5.
Com isso chegamos a seguinte concluséo:
x = 6(letra G) — f(6)= 7 -5=2(letraB)
x = 10(letra J) — f(10) =10 - 5 = 5(letra E)
x = 18(letra R) — f(18) = 18 - 5 = 13(letra M)
Gerando os pares:

X | g(x)=x-5 | Pares | Trocade Letras |
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7 2 (7,2 (G, B)
10 5 (10,5) (,E)
18 13 (18, 13) (R, M)

Observando bem as duas tabelas, podemos notar que é possivel obter os pares da

Funcéo g invertendo a ordem dos pares da Funcéo f.

Por isso, podemos dizer que g é a Funcdo Inversa de f e representamos por g(x) = f

).
Entdo se f(x) =x + 5, f1(x) = x - 5.
Na nossa Funcéo f, podemos fazer destaque para duas caracteristicas importantes sendo:

v' O Contradominio de f coincide com sua imagem, ou seja, todo elemento do

Contradominio é correspondente de algum elemento do Dominio;
v Cada elemento do Contradominio de f é imagem de um Unico elemento do Dominio.

Estas condicdes devem ser satisfeitas para que a tenha uma Inversa ou seja invertivel. As
FuncgOes que satisfazem a essas duas condi¢des sdo denominadas Funcdes Bijetoras. Portanto,

apenas as Fungdes Bijetoras possuem Inversas.

A atividade que se segue tem como objetivo mostrar para os alunos que temos de trabalhar
sempre com Funcgbes Injetora para que seja possivel obter a Inversa. Caso contrério seria
possivel que letras diferentes fossem codificadas da mesma forma. Uma vez que isso ocorra
como fariamos para desfazer a codificacao? Seria algo impossivel uma vez que uma ou mais
letras estariam associadas ao mesmo simbolo.

Atividade (Injetora)

A B c D E F G H | 1 K L M
1 2 3 4 1 5 | 7 1 2 3 4 5
N 9] P Q R 5 T U v X Y W z
6 1 7 3 9 10 2 1 3 4 5 6 7

a) Tendo por base a tabela acima decodifigue a mensagem que se segue:




84

6-1-1| |1| |7-1-10-10-1-3-1-4] [10-1-2-1-9)

A proxima atividade tem seu foco voltado para mostrar que além de termos que trabalhar
sempre com Fungdes Injetoras na codificacdo, devemos ter também obrigatoriamente que a
Funcéo seja Sobrejetora, para que seja possivel obter a Inversa. Caso contrario seria possivel
que algumas letras ficassem sem associa¢des na hora de fazer a codificacdo ou decodificagéo.
O que impossibilitaria de fazer a decodificacao.

Atividade (Sobrejetora)

A B C D E F G H I J K L M
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13

N - - - - - - - - - - - -
14 | 15 | 17 | 25 | 26 | 27 | 29 | 32 | 33 | 34 | 37 | 39 | 40

b) Tendo por base a tabela acima decodifigue a mensagem que se segue, lembrando que
0s numeros com traco (-), ndo possuem letras associadas:
|14-1-15| |5] |17-15-27-27-9-33-5-12|

As duas atividades anteriores, servem para mostrar que uma vez que trabalharemos com
Funcgbes Inversas teremos sempre que estar trabalhando com Fungbes que sejam ao mesmo
tempo Injetora e Sobrejetora. Logo, Fungdes Bijetoras, assim todo elemento do Dominio tera
um correspondente no Contradominio e todo o Contradominio serd coberto pela imagem.

Desta forma sempre sera possivel se obter a Inversa de uma Func&o.
Determinando e Representando a Funcéo Inversa

Caso a Funcao seja Bijetora, e, portanto, possua Inversa, é possivel determinar a sua
Inversa. Para isso, "trocamos" a variavel x por y na lei de formacéo, e em seguida "isolamos™

0 Yy, obtendo assim, a lei que define a Fungédo Inversa. Vale ressaltar que precisamos ter
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cuidado com o Dominio uma vez que determinamos a Inversa. A representacdo da Funcdo
Inversa é feita colocando uma -1 como expoente na letra que representa a Funcdo, como por
exemplo, seja f uma Funcéo invertivel qualquer f* é a representacdo para denominar sua
Inversa.

Exemplo: Obtenha a lei da Funcao Inversa da Funcéo f dada pory =x +5

y=Xx+5

1l

X=y +5 — Trocando y por x € X por y
y =X-5 —lIsolando y

Entdoy = x - 5 € a lei de formacéo da Funcéo Inversa dada pory = x + 5.

Esta atividade tem por objetivo trabalhar a construcdo do grafico da Fungéo Inversa,
baseado nas caracteristicas do grafico original e da inversdo dos pares ordenados, além

também da reflex&o da reta de simetria do grafico y=x.
Trabalhando com Gréficos

Aqui serd pedido que os alunos trabalhem no software GeoGebra®, para trabalhar de

maneira dindmica com os graficos.
Atividade GeoGebra

a) Tendo por base a Fungédo f(x) = x + 3, determine a sua Inversa algebricamente, em
seguida faca o gréfico da Funcdo original. Marque os pontos (x,y), determine 0s
respectivos pontos inversos (y,X) e trace o gréafico da Inversa que foi determinada

algebricamente.

b) Agora, escolha uma Funcdo e determine a sua Inversa algebricamente, depois faca o

gréafico da Funcdo original, marque os pontos (x,y), determine os respectivos (y,x) e

3 O GeoGebra é um programa de matematica dinamica, feito com o intuito de ser utilizado em sala de aula, o qual junta aritmética, algebra,
geometria e céalculo. O GeoGebra possibilita o desenho de pontos, vetores, segmentos, linhas e fungdes, e ainda, a alteragdo dinamica deles,
assim que terminados. Com o GeoGebra também é possivel inserir equagdes e coordenadas diretamente nos gréficos.
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trace a Inversa que foi determinada algebricamente. Trace a reta y=x e verifique as

caracteristicas da Funcéo original em relacdo a Inversa. Em seguida responda:

i. O que ocorre com os pares ordenados (X,y) da Funcdo original em relacdo a

Funcéo Inversa?

ii. Existe alguma relacdo entre o grafico da Funcéo original e reta y=x e o grafico

da Inversa?
Respostas da Atividade

a) Tendo por base a Fungédo f(x) = x + 3, determine a sua Inversa algebricamente, em
seguida faca o grafico da Funcdo original. Marque os pontos (X,y), determine 0s
respectivos pontos inversos (y,x) e trace o grafico da Inversa que foi determinada

algebricamente.

Determinando algebricamente a Inversa de f(x) = x + 3.

y=x+3

1

x=y+3 - Trocando y por x e x pory
y=x-3 - Isolandoy

Entdo y = x - 3 € a lei de formac&o da Funcéo Inversa dada pory = x + 3.

Gréafico da Funcao original:




Marcando os pontos (x,y) e determinando os pontos (y,X).

: y=x+3

(0.3)

-¢(0-3)

Tracando o gréafico da Inversa que foi determinado algebricamente.
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y=x+3
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Lista de Exercicio.

1) O esquema a seguir representa uma Funcdo Bijetora f, de M em N. Faca o esquema da

Fungao Inversa.

b)

i A={1,1)

Y B=10,-4)
N B=(1,3) /



3) —Obtenha a Func¢do Inversa das seguintes Funcgdes:

d) f(x)=3x-2
e) f(x)=x-7
f) f(x)=3x-6

A=(0,0)

B=(1,-2)
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4) —Verifique graficamente e algebricamente se as FungGes possuem Inversa. E justifique

sua resposta

e) y=x2

a4

f) y=x

g)

f(x)=-x®*+2x*+1

f(x)=-2*+1




5) A partir do grafico dados desenhe o grafico da sua Inversa.

4 4
A=(14)
|
2
B=1(02)
0

'
]

'
Lt

'
N
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