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RESUMO

O contetido de sistemas lineares vem sendo estudado desde 200 a.E.C. Assim, o que
motivou a realizagao desta pesquisa foi a busca pela resposta a pergunta: os sistemas
lineares podem ser utilizados para resolver problemas provenientes de outras areas, que
nao a Matematica? Essa busca foi realizada através de uma pesquisa bibliografica e, diante
da pergunta apresentada definiu-se, como objetivo principal, exibir exemplos de como
abordar sistemas lineares, no Ensino Médio, por meio de suas aplicagoes. Como objetivos
especificos, tem-se expor um breve historico sobre sistemas lineares, discutir aspectos de
seu ensino e mostrar como esse topico é apresentado em livros aprovados no Programa
Nacional do Livro e do Material Didédtico - PNLD (BRASIL, 2018). A exposicao do tema
por meio de suas aplicagdes pode auxiliar na compreensao dos alunos visto que esse assunto
é, muitas vezes, abordado de forma superficial.

Palavras-chave: Algebra Linear, Sistemas Lineares, Aplicacdo de Sistemas Lineares,

Ensino de Sistemas Lineares.



ABSTRACT

The content of linear systems has been studied since 200 a.E.C. Thus, what motivated
this research was a search for the answer to the question: can linear systems be used
to solve problems in other areas than mathematics? This search was performed through
bibliographic research and, in view of the research question, the main objective is show
examples of how to approach linear systems in high school through their applications.
As specific objectives, we have to present a brief historical about linear systems, discuss
aspects of their teaching and show how this index is presented in books approved by
PNLD (BRASIL, 2018). Exposing the theme through its applications can help students
understanding of this subject, that is often approached in a succinct manner.

Keywords: Linear Algebra, Linear Systems, Application of Linear System, Teaching

Linear Systems.
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1 INTRODUCAO

A Algebra Linear, em linhas gerais, se caracteriza como uma teoria algébrica
unificadora para o estudo de diferentes areas. Dentre elas pode-se citar a geometria, as
equagoes diferenciais lineares e a analise funcional e matricial. Por esse motivo, tal teoria

possui um cardter abstrato no universo da matemética (COIMBRA, 2008).

Segundo Fratelli (2007), até aproximadamente 1960 a Algebra Linear era estudada
apenas em cursos de pos-graduacao. Com a crescente necessidade do uso da mesma em
areas aplicadas, a disciplina passou a ser oferecida também em cursos de graduacao e no
Ensino Baésico.

Dentro do Ensino Médio, segundo os Parametros Curriculares Nacionais para o
Ensino Médio (PCNEM+), tem-se que:

Com relagao a algebra, ha ainda o estudo de equagoes polinomiais e de
sistemas lineares. Esses dois contetidos devem receber um tratamento que
enfatize sua importancia cultural, isto é, estender os conhecimentos que
os alunos possuem sobre a resolugao de equagdes de primeiro e segundo
graus e sobre a resolucao de sistemas de duas equagdes e duas incégnitas
para sistemas lineares 3 por 3, aplicando esse estudo a resolugao de
problemas simples de outras areas do conhecimento. Uma abordagem
mais qualitativa e profunda deve ser feita dentro da parte flexivel do
curriculo, como opgéo especifica de cada escola. (BRASIL, 2002, p. 122)

-

E possivel observar que a perspectiva de que se estabeleca uma conexao entre
conteudos abordados em sala de aula e o cotidiano do discente é expresso nos objetivos dos
PCNEM-+. Por exemplo, se destacam "compreender a Mateméatica como ciéncia auténoma,
que investiga relacoes, formas e eventos e desenvolver maneiras proprias de descrever e
interpretar o mundo" e "adquirir uma compreensao do mundo, da qual a Matematica é
parte integrante, através dos problemas que ela consegue resolver e dos fenémenos que
podem ser descritos por meios de seus modelos e representagoes’ (BRASIL, 2002, p. 117).

Assim, a pergunta de pesquisa é: os sistemas lineares podem ser utilizados para
resolver problemas provenientes de outras disciplinas ensinadas nas escolas além da propria
Matematica? A partir de um conhecimento maior sobre como e se os sistemas lineares
resolvem situagoes em diversas areas, o conteido é entdo apresentado dentro das propostas
estabelecidas pelos PCNEM+-.

Diante do exposto, o objetivo principal dessa pesquisa ¢ exibir exemplos de exercicios
que abordem o contetido de sistemas lineares, no Ensino Médio, por meio de suas aplicagoes
em outras ciéncias. O intuito é o de que a abordagem desse objeto se valha de mais exercicios
como os aqui citados, de maneira a melhorar e fortalecer os conhecimentos adquiridos

pelos estudantes.
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Para atingir o objeto principal dessa pesquisa, foram definidos trés objetivos espe-
cificos. O primeiro objetivo especifico é expor um breve histérico sobre o desenvolvimento

de sistemas lineares.

O segundo ¢ discutir alguns aspectos relacionados ao ensino de Algebra Linear,
incluindo como vem sendo tratado em livros didaticos indicados pelo Programa Nacional
do Livro e do Material Didatico (PNLD). O tltimo objetivo especifico é abordar tépicos

de sistemas lineares, tomando como principal fonte de pesquisa livros do PNLD.

Este trabalho estd estruturado em sete capitulos. Neste primeiro capitulo, ou
introducao, foi apresentada uma abordagem inicial do assunto, o objetivo geral e os objetivos
especificos. O segundo capitulo apresenta a metodologia utilizada para a realizagao da
pesquisa.

Em seguida, o terceiro capitulo traz aspectos historicos relacionados aos sistemas
lineares, de modo a mostrar a evolugao do tema. O capitulo quatro discorre sobre as formas
de resolucao de sistemas lineares adotadas em livros didaticos. No capitulo cinco é exibido
um panorama sobre o ensino de sistemas lineares através das referéncias pesquisadas e o
capitulo seis traz um resumo de como cinco livros didaticos, aprovados no PNLD (BRASIL,
2018), abordam o tema.

O sétimo capitulo exibe aplicagoes que sao tratadas em tais livros didaticos, de
maneira a servir como modelos e exemplos de exercicios que podem ser utilizados pelos
professores, conduzindo a uma maior interagao entre o contetdo, o cotidiano dos alunos e
outras disciplinas. Por fim, tem-se a conclusao, com base na pesquisa bibliografica e em

tudo o que foi abordado, além de sugestoes para novas pesquisas.
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2 METODOLOGIA

Para a realizacao do presente trabalho, a partir de suas especificidades e objetivos, foi
adotada uma abordagem qualitativa. De acordo com Guerra (2014), a pesquisa qualitativa
possui a capacidade de quebrar paradigmas metodologicos permitindo, entao, a valorizagao

dos aspectos sociais dos objetos e dos ambientes analisados.

Gerhardt e Silveira dispoem que:

Os pesquisadores que utilizam os métodos qualitativos buscam explicar o
porqué das coisas, exprimindo o que convém ser feito, mas nao quantificam
os valores e as trocas simbolicas nem se submetem a prova de fatos, pois
os dados analisados sdo nao-métricos (suscitados e de interagdo) e se
valem de diferentes abordagens. (GERHARDT; SILVEIRA, 2009, p. 32)

A preocupagao da pesquisa qualitativa é baseada nos aspectos da realidade que
nao podem ser quantificados, compreendendo e explicando a dinamica das relagoes sociais
(GERHARDT; SILVEIRA, 2009). Reitera-se, ainda, que a abordagem qualitativa tem sido
muito utilizada no contexto educacional (TEIXEIRA, 2015).

Guerra (2014) ainda elenca trés elementos fundamentais, que se encontram nesse
trabalho, em um processo de investigacao qualitativo: interacao entre o objeto de estudo e
o pesquisador, o registro de dados ou informacoes coletadas na pesquisa e a interpretacao
do pesquisador.

Quanto ao seu procedimento, o presente estudo se classifica como uma pesquisa
bibliografica, visto que se buscou compreender e analisar a colaboracao de diversos autores

e académicos sobre o tema estudado, além de aspectos normativos da Educacao Basica.
Segundo Gil (2008):

A pesquisa bibliogréafica é desenvolvida a partir de material ja elaborado,
constituido principalmente de livros e artigos cientificos. Embora em quase
todos os estudos seja exigido algum tipo de trabalho desta natureza, ha
pesquisas desenvolvidas exclusivamente a partir de fontes bibliograficas.
Parte dos estudos exploratorios podem ser definidos como pesquisas
bibliograficas, assim como certo nimero de pesquisas desenvolvidas a
partir da técnica de andlise de conteido. (GIL, 2008, p. 50)

Além de livros e artigos cientificos, outras fontes de pesquisa também sao adotadas
em uma pesquisa bibliografica: revistas, publicagoes em periddicos, jornais, boletins,
monografias, dissertagoes, teses, material cartografico e internet, nao se limitando a
essas. Independente da fonte, a verificacdo da veracidade dos dados obtidos, bem como a
confiabilidade do material, devem se constituir como pontos de aten¢ao ao pesquisador
(PRODANOV; FREITAS, 2013).

As fontes de pesquisa utilizadas nesse trabalho foram: livros, teses de doutorado e

dissertagoes de mestrado de cursos e temas relacionados a matematica e ao ensino, artigos
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publicados em eventos académicos e revistas, além dos livros didaticos do PNLD (BRASIL,
2018) e de documentos normativos da educagao brasileira. Garcés (2010, p.2) expoe que
um estudo bibliografico: “Tem como objetivo recolher, selecionar, analisar e interpretar as
contribuigoes tedricas ja existentes sobre determinado assunto."

Em relacao ao levantamento bibliografico, o presente trabalho estd estruturado da
seguinte forma: primeiro foi realizado um apanhado histérico do surgimento dos sistemas
lineares, bem como o seu desenvolvimento até a forma como é estudada e abordada hoje e
os matematicos que contribuiram para isso.

O quinto capitulo teve como objetivo analisar o ensino de Algebra Linear e sistemas
lineares, dando um panorama geral sobre como tais contetidos sao abordados com os alunos
da Educacao Basica. O sexto capitulo teve o enfoque de verificar o contetido de sistemas
lineares nos livros didaticos aprovados no PNLD (BRASIL, 2018). Foi feito um pequeno
resumo referente ao segundo volume de cada uma das cinco colecoes das oito aprovadas
no PNLD, visto que trés nao estavam acessiveis para leitura on-line.

Todos os livros foram publicados no ano de 2016 e a escolha do segundo volume
deveu-se ao fato do mesmo contemplar o contetido de sistemas lineares, que sdo abordados
no segundo ano do Ensino Médio. Os titulos e os respectivos autores dos livros analisados
sao: Contato Matemdtica (SOUZA; GARCIA, 2016); Matemdtica Ciéncia e Aplicagoes
(IEZZ1 et al., 2016); Matemdtica Contexto e Aplicagoes (DANTE, 2016), Conexdes com
a Matematica (LEONARDO, 2016) e Quadrante Matemdtica (CHAVANTE; PRESTES,
2016).

Na ultima parte da pesquisa bibliografica, buscou-se mostrar como e em que areas
de conhecimento os exercicios de sistemas lineares sao aplicados. Para isso, foram exibidos
exercicios de sistemas lineares contidos nos livros do PNLD (BRASIL, 2018), que contém
aplicagdes em outras disciplinas, como fisica, biologia e quimica. Afim de complementar os
exercicios, também foram utilizadas algumas dissertacoes. Buscou-se adaptar os exercicios
exibidos, apresentando-se uma resolucao detalhada de cada um deles.

Em resumo, diante de todas as caracteristicas da presente pesquisa acima descritas,
pode-se classifica-la, quanto a abordagem, como pesquisa qualitativa; quanto a natureza,
como pesquisa aplicada; quanto aos objetivos, como pesquisa exploratéria e, quanto ao
procedimento, como pesquisa bibliografica. No préximo capitulo, como primeiro passo
da pesquisa bibliografica, tem-se uma abordagem historica sobre o conteido de sistemas

lineares.
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3 HISTORIA DOS SISTEMAS LINEARES

Neste capitulo sao trazidos alguns aspectos histéricos relacionados ao sistemas
lineares, que é estudado dentro da Algebra Linear. Para Bourbaki (1972), a Algebra Linear
¢ um dos ramos da matematica que é, ao mesmo tempo, um dos mais novos e um dos
mais antigos, sendo ligada a necessidades de célculos praticos.

Nas origens da matematica, havia problemas que envolviam o calculo de valores
de uma funcao ou resolucao de equacoes. Todavia, foi somente com o desenvolvimento
moderno das nog¢oes de anel, corpo e espago vetorial, por exemplo, que a Algebra Linear
foi colocada em evidéncia.

Em relagao aos sistemas lineares, tem-se que sao raras, no Ocidente, mengoes a
esse assunto. Por outro lado, na matemética oriental o enfoque foi mais relevante (LAMIN,
2000).

Segundo Andrews-Larson (2015), ha evidéncias de que por volta de 200 a.E.C. os
chineses utilizavam procedimentos equivalentes a eliminacao de Gauss (ou método do
escalonamento), que veio a ser desenvolvido apenas no século XIX. No oitavo capitulo do
livro chinés Nove Capitulos sobre a Arte da Matemdtica, um dos problemas presentes no

texto e que recai em um sistema linear pode ser traduzido da seguinte forma:

Agora sao dados 3 pacotes de arroz de qualidade superior, 2 pacotes de
arroz de qualidade média, [e] 1 pacote de baixa qualidade. Resultado:
39 unidades do grao. 2 pacotes de alta qualidade, 3 pacotes de média
qualidade, [e] 1 pacote de baixa qualidade, resultam em 34 unidades. 1
pacote de alta qualidade, 2 pacotes de média qualidade, [e] 3 pacotes de
baixa qualidade, resultam em 26 unidades. Diga: quanto [em unidades]
um pacote de cada tipo possui? (SCHWARTZ, 2008, p. 11, traducio
nossa)

Em notacdo moderna, esse problema é escrito como:

r+2y+z = 39
20+3y+z = 34
r+2y+32 = 206

A resolucao apresentada no livro coloca os coeficientes em uma tabela da forma

(SILVA, 2014):

1 2 3
2 3 2
3 1 1

26 34 39
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Depois de processos semelhantes a eliminagao de Gauss, efetuando operacoes em

relacdo as colunas, chegou-se a tabela:

0O 0 3
0 5 2
36 1 1
99 24 39

Portanto, obtém-se que 362z =99, by + z = 24 e 3x + 2y + 2z = 39, donde z = 2,75,

y=4,25 e x = 9,25. Pode-se resumir que:

Os chineses estavam muitos séculos a frente do resto do mundo no uso
de matrizes para resolver sistemas de equacoes lineares. Os coeficientes
de cada equacgao foram armazenados em uma coluna, e as colunas fo-
ram preenchidas da direita para a esquerda. Os ntimeros foram entao
manipulados usando os mesmos tipos de operacdo que foram descritos
acima para problemas de excesso e déficit: multiplicando ou dividindo
uma coluna por determinado nimero, adicionando ou subtraindo duas
colunas, etc. Para resolver um sistema de equagdes lineares, o retdngulo
de coeficientes foi reduzido a uma triangular e entdo forma diagonal [...].
(SCHWARTZ, 2008, p. 11, tradugdo nossa)

Segundo Boyer (1974), se nao fossem alguns acontecimentos que interromperam os
progressos na China, como a queima de livros promovida por seu imperador no ano de
213 a.E.C., o desenvolvimento da Matematica poderia ter sido diferente.

De acordo com Andrews-Larson (2015), durante os anos de 1500 os métodos para
resolugao de sistemas lineares usando elimacgao e substituicao apareceram em trabalho
de alguns matematicos, como Cardano (1501-1576) e Stifel (1487-1567). Todavia, um
progresso significativo nessa area so veio a ser realizado nos anos de 1600 e 1700, juntamente
com os estudos de matrizes na Europa e no Japao.

No ano de 1693, o matematico japonés Seki Kowa (1642-1708) desenvolveu um
método para obtencao de determinantes, além de representar sistemas lineares por meio de
matrizes (ANDREWS-LARSON, 2015). No mesmo ano, em carta para o matematico francés
L’Hospital (1661-1704), Leibnitz (1649-1708) fez a primeira referéncia a determinantes no
Ocidente, relacionando a solugoes de sistemas lineares (BOYER, 1974).

A solucao de sistemas lineares com duas, trés ou quatro incognitas foi realizada por
volta de 1729, pelo matematico escocés Colin Maclaurin (1698-1746). Porém, o trabalho
s6 veio a ser publicado em 1748, na obra Tratado de Algebra. Sua obra nao continha uma
boa notagao e veio a ser utilizada por Gabriel Cramer (1704-1752) no trabalho Introdugdo
d andlise de linhas curvas algébricas, em 1750 (KLINE, 1972).

A regra exposta por Maclaurin é conhecida hoje como regra de Cramer. Segundo
Boyer (1974), pode-se explicar tal fato por uma melhor notagdo empregada por Cramer.
Com essa regra, ¢ possivel resolver um sistema de equacoes com uso de determinantes. No

caso abaixo:
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ar+by =c
dv+ey=f

tem-se que o valor de y ¢ dado por:
_af —dc
Y= e —db

Em relacao ao sistema:

ar +by+cz=m
dr+ey+ fz=n
gr+hy+kz=p

tem-se que o valor de z é dado pela expressao (BOYER, 1974):

aep — ahn + dhm — dbp + gbn — gem
aek — ahf + dhc — dbk + gbf — gec

Andrews-Larson (2015) afirma que o resultado de Cramer seria impossivel de ser

alcancado se ndo houvesse a notagao algébrica desenvolvida por Viete (1540-1603). Cramer
verificou que se o denominador fosse nulo entao o sistema linear nao teria solugao unica.
O matematico também concluiu que se o denominador e todos os numeradores fossem
nulos o sistema teria infinitas solu¢oes e que se o denominador fosse igual a zero mas
algum dos numeradores fosse nao nulo entao o sistema linear nao teria solucao. Portanto,
Cramer mostrou que o valor do determinante permite chegar a conclusoes sobre a solucao
do sistema.

Em 1750 Leonhard Euler (1707-1783) comegou a estudar se um sistema com n

equagoes e n incogintas teria uma tnica solu¢ao, como no caso:

3r —2y =95
4y = 62 — 10

Tal observagao estava relacionada ao niimero de intersecoes de curvas algébricas e
ao numero de pontos suficientes para obtencao da equacao de uma curva que, por sua vez,
acabam por se ligar a questoes de dependéncia linear (ANDREWS-LARSON, 2015).

Os trabalhos de Euler e Cramer sobre sistemas lineaares estao inseridos em um
contexto de estudo sobre a teoria das curvas. No entanto, quando Cramer faz inferéncias
sobre o valor dos determinantes e as solu¢oes para um sistema e Euler reflete sobre questoes
que remetem a dependéncia das equagoes, ha uma mudanga qualitativa no desenvolvimento
de sistemas lineares.

Antes, o foco repousava sobre a utilizacao de processos para a resolugao de sistemas.

A partir desses matematicos, a solucao de um sistema de equacoes lineares passa a ser
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vista, entao, como um objeto matematico com propriedades peculiares, como a unicidade
(ANDREWS-LARSON, 2015).

O Método de Eliminacao de Gauss consiste em aplicar uma sequéncia de operagoes
nas linhas de um sistema linear de maneira a tornar a matriz associada a esse sistema
uma matriz triangular superior. Uma matriz, nessa forma, apresenta os coeficientes abaixo
da diagonal principal nulos, como visto a seguir. Esse método sera melhor explicado no

Capitulo 4.

Tal método foi encontrado no livro Disquisito de Elementis Ellipticis Palladis, do
matematico alemao Friedrich Gauss (1777-1855), e usado como ferramenta para obtencao
de uma funcao linear para aproximacgao da érbita de um asterdide. Gauss obteve um
sistema de equagoes lineares com seis incognitas. O procedimento usado por ele nao envolvia
notacao matricial, sendo aplicada em forma de algoritmo (ALTHOEN; MCLAUGHLIN,
1987).

Outros matematicos contribuiram para estudos sobre determinantes e, consequen-
temente, para o estudo de sistemas lineares. Dentre eles, pode-se citar Cauchy (1789-1857)
e Jacobi (1804-1851).

Conjuntos de solugbes para sistemas lineares foram historicamente con-
ceituados em termos de resolucao de processos e subsequentemente como
objetos matemaéticos; o entendimento dos estudantes sobre as solugoes
provavelmente progrida de forma semelhante. Para desenvolver uma
compreensao conceitual de muitas das principais ideias de um curso
introdutorio de algebra linear, os alunos precisam entender solugdes para
sistemas de equagoes lineares como objetos matematicos, particularmente
no caso em que a solugdo nao é inica. (ANDREWS-LARSON, 2015, p.
525, tradugdo nossa)

Por meio dessa visao historica, pode-se concluir que muitos anos se passaram entre
as primeiras solugoes de sistemas lineares até o desenvolvimento de uma teoria subjacente.
Por isso, tal fato deve ser levado em conta no ensino de Algebra Linear, assunto esse do

proximo capitulo desse trabalho.
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4 RESOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES

Neste capitulo, pretende-se mostrar algumas formas de resolucdo de sistemas
lineares, que estao presentes em livros do segundo ano do Ensino Médio. Os livros aqui
adotados sao recomendados pelo PNLD (BRASIL, 2018).

De acordo com Celestino (2000), a Algebra Linear esta relacionada a varios dominios,

sendo alguns deles “[...] os sistemas de equagoes lineares, a geometria, a aritmética, o estudo
das quédricas, as transformagoes lineares, as equagoes diferenciais [...|” (CELESTINO,
2000, p. 9).

Moro et al. (2016) mencionam a importancia da Algebra Linear e sua grande
aplicabilidade, referindo-se a ela como uma ferramenta abstrata dentro da matematica.
Além disso, seus conteiidos podem ser trabalhados em questoes de diversas areas de
conhecimento.

A Algebra Linear assume um papel importante também em conjunto com o

desenvolvimento da informatica, o que estimulou um notavel interesse no tema. Segundo
Levorato (2017):

Intimeras aplicagdes foram sendo consolidadas ao longo dos séculos, desde
os primeiros indicios do surgimento de Sistemas Lineares, Determinantes
e Matrizes, até os dias atuais, onde é possivel constatar a consagracao
da Ciéncia Matemética, que engloba a Algebra Linear. (LEVORATO,
2017, p. 9)

A seguir sao definidos alguns conceitos relacionados a sistemas linerares.

4.1 Sistemas Lineares

Segundo lezzi et al. (2016), tem-se a seguinte defini¢do: "Equacao linear nas
incognitas xy, xo,..., x, ¢ toda equacao do tipo ayx; + asxs + ...+ a,r, = b em que
aj, as,...,a, e bsdo coeficientes reais (IEZZI et al., 2016, p. 97)".

A partir da definicdo de equacoes lineares, tem-se a definicdo de um sistema linear
m X n, que corresponde a um conjunto com m equagoes lineares em n incoégnitas, sendo
representado como (DANTE, 2016):

1121 + a2 + @133 + ... + A1 Ty = bl
9211 + 929 + 2313 + ...+ A2nTy = b2 (1>
Am1T1 + Q2T + @p3x3 + ..o+ GppTy = bm
Quando by = by = ... = b,, = 0, o sistema é dito homogéneo. A solugdo de um

sistema linear é composta por niimeros reais aq, oo, ..., o, que satisfazem as m equagoes
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do sistema. Um sistema linear pode também ser representado por meio de matrizes. Entao,

tem-se que o sistema em (1) pode ser reescrito como:

a1 a12 A1n
X1 by
Q21 QAg2 ... d2p
X : = : (2)
Ty, b,
Am1 Am2 ... AOmn

No oitavo ano do Ensino Fundamental, sdo apresentados estudos envolvendo
sistemas de equacoes de ordem 2x2, ambas equagoes do primeiro grau com duas incognitas
cada. Para a resolucdo desses sistemas, sdo comumente apresentados o Método da Adicao
e o Método da Substituigao (FERREIRA, 2013).

O método da adicao visa eliminar uma das incoégnitas de um sistema pela soma
dos termos semelhantes das equagoes que formam o sistema. J4 o método da substituicao
consiste em escolher uma das equagoes do sistema e isolar uma de suas incognitas encon-
trando uma expressao para ela em funcdo da outra para, em seguida, substituir na outra
equacao (FERREIRA, 2013).

As solucoes dos sistemas lineares podem ser classificadas de acordo com a Fig. 1:

Figura 1 — Classificagdo dos Sistemas Lineares

Determinado (U dnica solugio)

Possivel

I'ndeterminado (Infinitas solugoes)
Sistema

I'mpossivel (Nenhuma solugao)

Fonte: Elaborada pela autora.

Pedrini (2013) descreve as solugoes de um sistema 2 x 2 como:

Sistema Impossivel: quando as retas descritas pelas equagoes do sistema
sdo paralelas, ou seja, ndo possuem interseccao, logo o sistema nao
possui nenhum ponto (x,y) que satisfaca ambas as equagdes do sistema,
logo este nao possui solugao. Sistema Possivel e Determinado: Quando as
retas descritas pelas equagoes do sistema sao concorrentes, ou seja, possui
apenas um ponto de intersec¢do, as coordenadas (x,y) desde ponto sdo
o conjunto solugdo. Sistema Possivel e Indeterminado: quando as retas
descritas pelas equacdes do sistema sdo coincidentes, ou seja, possuem
infinitos pontos de interseccdo, as coordenadas (x,y) de cada um destes
pontos sdo uma soluc¢do do sistema. (PEDRINI, 2013, p. 11-12)
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Um sistema homogéneo é, assim, sempre possivel, pois a sequéncia (0,0, ...,0),
—_——
n zeros

dita solugao nula, é solugao. Se essa solugao é tnica, o sistema é possivel e determinado.
Caso haja outras solugoes, o sistema é possivel e indeterminado (IEZZI et al., 2016).

A interpretacao dos sistemas lineares sob o ponto de vista geométrico serve como
uma ferramenta eficiente para a compreensao e visualizagao das solugdes de um sistema
2 x 2. Contudo, nota-se que tal recurso é pouco utilizado (FERREIRA, 2013).

Figura 2 — Representagao grafica do Sistema Impossivel

/ -4 -3 -2 -1 o /1 2 3 4 5 L 7 ]

Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 3 — Representagao grafica do Sistema Possivel e Determinado

% T« 1 2/3 5 s ﬂ\ ] :
Rl

Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 4 — Representacgao grafica do Sistema Possivel e Indeterminado

5]
8

4

Fonte: Elaborada pela autora.

Pode-se realizar também a interpretacao geométrica de sistemas lineares 3 x 3. No
caso considerado, cada equacao de um sistema linear sera representada por um plano no
sistema ortogonal OXY Z. Em sistemas 3 x 3 sao encontradas, portanto, oito possibilidades,
como visto a seguir (SOUZA; GARCIA, 2016).

No caso em que a interse¢ao dos pontos ¢ reduzida a um ponto, o sistema ¢ dito

possivel e determinado (Fig. 5).

Figura 5 — Trés planos tém um tnico ponto em comum

Fonte: Elaborada pela autora.

Quando nao ha nenhum ponto de intersecao entre os planos, o sistema ¢é dito

impossivel (Fig. 6, Fig. 7, Fig 8 e Fig. 9).
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Figura 6 — Dois planos sdao paralelos e cada um deles possui uma reta distinta comum ao
outro plano

Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 7 — Dois planos se intersectam dois a dois e ndo ha um tnico ponto em comum aos
trés planos

Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 8 — Trés planos paralelos

Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 9 — Dois planos sao coincidentes e esses sao paralelos ao outro plano

Fonte: Elaborada pela autora.

Quando existe uma reta em comum aos trés pontos ou no caso em que sao coinci-
dentes, o sistema é dito possivel e indeterminado, pois ha infinitas solugoes para o sistema
(Fig. 10, Fig. 11 e Fig. 12).
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Figura 10 — Os trés planos sao distintos e possuem uma reta comum entre eles

Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 11 — Dois planos sao coincidentes e esses possuem uma reta em comum com o outro
plano

Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 12 — Trés planos coincidentes

Fonte: Elaborada pela autora.

No Ensino Médio, sao exibidos outros métodos de resolucao para sistemas lineares,
uma vez que o Método da Adi¢do e da Subtragao sao mais adequados para sistemas de
ordem 2 X 2, sendo pouco eficientes para sistemas de ordem 3 x 3 (PEDRINI, 2013). Os
métodos de resolugao que podem ser utilizados para sistema maiores que a ordem 2 x 2

sao o Método de Escalonamento e a Regra de Cramer.

4.2  Meétodo de Escalonamento

De acordo com Dante (2016), um sistema linear qualquer m x n apresenta-se
escalonado quando pode ser escrito na forma:

11271 + a12%2 + 1323 + ...+ a1pT, = by
A92T9 + a93T3 + ...+ apx, = bg

3373 4+ ...+ aspnly, =— b3

AmnTy = bm

ou seja, para cada uma das linhas, a primeira incégnita cujo coeficiente é diferente de zero
esta a esquerda da primeira incognita com mesma propriedade na linha abaixo.
Considerando-se a tltima linha de uma sistema na forma escalonada (@, x, = by, ),

tem-se que se a,,, # 0, entao a solucao do sistema é tnica, logo o sistema é possivel e
determinado.

No caso de a,,, = 0 e b,, = 0, o sistema é possivel e indeterminado, possuindo
assim infinitas solugoes. Se a,,, = 0 e b, # 0, tem-se que o sistema nao possui solugao,
sendo portanto um sistema impossivel.
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Um sistema pode ser escalonado a partir da obtencdo de um sistema equivalente! a
ele. As etapas a serem seguidas incluem a troca da posicao das equagoes, a multiplicagao
dos coeficientes de uma determinada equagao por um mesmo nimero real ndo nulo e a

soma de equacoes.

4.3  Determinantes

No caso em que a matriz associada ao sistema linear é quadrada, ou seja, m = n,
h& um método geral que pode ser usado para avaliar a existéncia de solugoes. No caso de

sistemas 2 x 2, o determinante da matriz associada ao sistema é:

aip G2 |
= ap; X gz — Q12 X Q21

Qg1 a22
Entao, o determinante de uma matriz quadrada de ordem 2 é igual a diferenca
entre o produto dos elementos da chamada diagonal principal e o produto dos elementos
da diagonal secundéria. No caso das matrizes quadradas de ordem 3, uma forma de se
obter o determinante é por meio da regra pratica de Sarrus, em que os elementos das
duas primeiras colunas sao repetidas e é realizada a soma dos produtos dos elementos
seguindo a diagonal principal, que é diminuida da soma dos produtos que seguem a diagonal

secundaria, como ilustrado a seguir (IEZZI et al., 2016).

= 11 X Q22 X A33+a12 X A23 X A31+A13 X Q21 X A32 — 012 X A21 X A33— 011 X Q23 X A32 —A13 X G223 X A31

4.4 Regra de Cramer

Seja um sistema linear com niimero m de equagoes e m incognitas. Assim, a matriz
A associada ao sistema linear é uma matriz quadrada, com o mesmo niimero de linhas e
colunas. Considerando D o determinante relativo a matriz A, tem-se que se D # 0, entao
o sistema é possivel e determinado, com solucao tnica (aq, ag, . .., ) (IEZZI, HAZZAN,

1977).

Além disso:

L Sistemas lineares sdo ditos equivalentes no caso em que possuirem o mesmo conjunto solu¢io (DANTE,

2016).
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D;
para todo i € {1,2,...,m}, sendo D; o determinante da matriz obtida, a partir de A,

substituindo a i—ésima coluna da matriz pela coluna de termos independentes do sistema
linear.

Essa forma de obtencao de solugoes nao esta presente dos atuais livros didéaticos,
situagao que sera discutida no capitulo 6. O préximo capitulo é destinado a expor alguns

fatos relacionados ao ensino de Algebra Linear no ensino.
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5 A ALGEBRA LINEAR NO ENSINO BASICO

Neste capitulo é abordado o ensino de sistemas lineares na Educagao Bésica, com
enfoque no Ensino Médio. Para isso, foi realizada uma breve abordagem inicial sobre o
ensino de Algebra Linear nos diferentes niveis de ensino e sua relagdo com os sistemas

lineares.

Em seguida, é abordado o ensino de sistemas lineares na Educagao Basica. Destaca-
se a importancia da sua aplicacdo em outras disciplinas e areas de conhecimento, em
assuntos e situacgoes condizentes com a realidade dos educandos e do ambiente em que os

mesmos estao inseridos.

De acordo com Silva (2013, p. 38): "A dlgebra linear é o ramo da matemaética que
trata das propriedades comuns a sistemas algébricos constituidos por um conjunto mais
uma nocao razoavel de uma "combinagao linear" de elementos do conjunto".

Tem-se que os estudos de Algebra Linear podem ser aplicados em diversas dreas
da Engenharia, Economia, Biologia, Fisica, nos campos Computacionais, entre outras. No
entanto essa disciplina, em geral, é ministrada de forma abstrata, nao mostrando suas
aplicagoes e relevancia na formagao dos estudantes (FRATELLI, 2007).

Analisando a aplicagdo da disciplina no Ensino Superior, nota-se que no primeiro
ano da graduagdo a grande maioria dos alunos ainda nao estd preparada para estudar
conceitos de matemadtica abstrata, como os de Algebra Linear. Isso porque, no Ensino
Bésico, o contato com conceitos dessa natureza é baixo (CARDOSO, 2014).

Cardoso (2014) infere que, devido a falta de habito dos alunos de realizar uma
andlise critica sobre os contetidos de Algebra Linear no Ensino Médio, ao ingressarem
nos cursos de exatas e engenharias no Ensino Superior, os alunos necessitam, assim,
complementar a aprendizagem. Eles buscam tal ajuda através de ferramentas alternativas,
como video-aulas e materiais on-line.

O autor compara, em sua pesquisa, a quantidade de acessos as video-aulas dispo-
nibilizadas em seu canal de uma plataforma on-line. A busca por contetidos de Algebra
Linear, em relacao as disciplinas de cdlculo, é superior (CARDOSO, 2014).

Sobre a Educagao Basica, Silva (2013) afirma que:

Nas escolas da educacao bésica, os nossos alunos se deparam com os
contetidos de Fungdes, Matrizes, Geometria Analitica (ideia de pares
ordenados), Nimeros Complexos (que de certo modo, também remete a
ideia de pares ordenados), Fungoes Polinomiais (que é um tipo especial
de Fungdo), estes objetos sdo munidos de duas estruturas algébricas,
a saber, soma e multiplicac¢do [...] e nos livros did4ticos ndo é sequer
mencionado, que estas estruturas, para aqueles alunos que seguirdo
estudos académicos em areas de exata, estarao presentes na disciplina de
algebra linear quando estudando os espagos vetorias. (SILVA, 2013, p.14)
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Assim, verifica-se uma falta de continuidade na forma de abordagem dos contetudos,

contribuindo para o cendrio retratado por Cardoso (2014).

5.1 Ensino de sistemas lineares

Em relacao aos sistemas lineares, tem-se que seu estudo ¢é iniciado no 8° ano do
Ensino Fundamental e tal assunto torna-se de grande importancia ao longo da vida escolar
de cada discente na Educagao Bésica. Para Moura e Santos (2015), desde os fundamentos
para o estudo dos sistemas lineares, o aluno é impulsionado a abstrair conceitos que muitas

vezes tornam-se vazios de significado e sem nenhuma vinculagdo aos conteidos futuros.

De acordo com Pereira (2017):

O ensino dos sistemas lineares surge ja no ensino fundamental como algo
desafiador para os alunos. Quando o educando é abordado acerca de
solucionar problemas que envolvam varidveis, isto por si sé, ja comeca a
estimular o mesmo a construir e seguir seu proprio raciocinio na busca
da solugdo desejada. (PEREIRA, 2017, p. 80)

De acordo com a Lei de Diretrizes e Bases da Educacao Nacional (LDB), de 1996,
tem-se que a teoria e pratica tém de caminhar juntas. Logo, deve haver “A compreensao
dos fundamentos cientifico-tecnoldgicos dos processos produtivos, relacionando a teoria
com a pratica, no ensino de cada disciplina” (BRASIL, 2018, p. 24).

Os sistemas de equagoes lineares, segundo Lima (1993), constituem um tépico de
grande interesse pratico. Seu estudo é acessivel aos estudantes pois nao requer o emprego
de conceitos sutis ou complicados, podendo servir como ponto de partida para diversas
teorias matematicas relevantes e atuais, onde uma situacao problema pode introduzir o
conteudo.

Em vista disso, tem-se que o educando:

[...] aprende mais quando lhe é permitido fazer relagdes, experiéncias e
ter contato com material concreto, [...] é necessario inovar, fazer relagdes
com o que vive o aprendente sempre que isto tiver ao nosso alcance [...].
(SILVA, 2013, p. 10)

Pode-se ainda afirmar, sobre o estudo de sistemas lineares, que:

[...] constitui um espago bastante significativo para que o aluno desen-
volva e exercite sua capacidade de abstragdo e generalizacdo, além de
lhe possibilitar a aquisicio de uma poderosa ferramenta para resolver
problemas |[...]. (PEDRINI, 2013, p. 1)

Silveira (2018, p. 15) destaca que o estudo de sistemas lineares tem grande valor
na “[...] resolucdo de assuntos da vida em sociedade que vao desde questoes de trafego de

veiculos em ruas movimentadas a balanceamento de equacodes quimicas.” Além disso, a
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importancia dos sistemas lineares também é evidenciada no emprego de outros contetdos
de matemaética, como matrizes, determinantes e modelagem (SILVEIRA, 2018).

Contudo, nota-se que ainda existem dificuldades a serem superadas a respeito do
contetido. O ensino de sistemas lineares, segundo Ferreira (2013), vem sendo apresentado
ao longo dos anos no Ensino Médio de maneira sucinta e superficial, sem mostrar, em
varios momentos, suas aplicagoes e importancia para a matematica. Em grande parte, tal
assunto vem sendo empregado nos livros didaticos de forma mecanicista, onde pouco se
promove o real aprendizado do mesmo.

O conteudo de sistemas lineares, no Ensino Fundamental, tem como finalidade,
segundo os PCN, de “Resolver situagoes problema por meio de equagoes e sistemas de
equagoes do primeiro grau com duas incégnitas” (BRASIL, 1998, p. 92). Mesmo com toda
a estruturacao do contetido ao longo da formagao do discente, percebe-se que o estudo de
sistemas lineares nao tem se tornado tangivel, e tal situacao confirma-se quando “[...] este
assunto é retomado no Ensino Médio onde estes se mostram extremamente surpresos com o
mesmo dando a entender que nunca estudaram o referido objeto matematico” (PANTOJA
et al., 2013, p. 2).

Uma possivel causa para essa desconexao de contetido se da pela forma de como o

mesmo ¢é abordado, pois:

[...] Ndo se trabalham aplicagoes dos sistemas para a percepgao de sua
importéncia cientifica e também industrial. Dessa maneira nao se favorece
a concepc¢ao de continuidade do contetido, nao se abordam aplicagdes mais
sofisticadas para que se aprimorem os problemas propostos, impedindo
uma visdo mais generalista do tema. (FERREIRA, 2013, p. 17)

Para Moura e Santos (2015), desde os fundamentos para o estudo dos sistemas
lineares, o aluno é impulsionado a abstrair conceitos que muitas vezes tornam-se vazios de
significado e sem nenhuma vinculagao aos conteidos futuros. Tal ponto se torna prejudicial,
visto tamanha importancia de se obter um bom nivel de aprendizado dos conceitos de
sistemas lineares e suas possiveis aplicagoes.

Quanto a abordagem do contetido de sistemas lineares no Ensino Fundamental II,

Moura e Santos (2015) acreditam que:

Esse contetido muitas vezes é estigmatizado com duas variaveis e algumas
aplicagoes restritas, dificultando a visualizagdo do aluno de modo a
compreender bem tanto que figuras geométricas serdao representadas,
quanto & significagdo do que a resolugdo denota. (MOURA; SANTOS,
2015, p. 3)

Rangel (2011) dispde que o ensino de sistemas lineares na Educagao Bésica é baseado
nos livros didaticos, apresentando uma metodologia tradicional, através da exposicao tedrica
do contetdo e aplicacdo de exercicios de fixa¢ao. Rufato (2014) evidencia a importancia

da aplicabilidade, visto que:
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A néo aplicagdo dos saberes escolar conduz os alunos a um aprendizado
mecanico e desprovido de reflexdo, pois eles ndo conseguem relacioné-
los com o seu dia a dia. Na verdade o estudo sem contextualizacdo de
um tema pode nao permitir a exploragao do carater indagador que ele
possui, dai, em muitos casos, ndo possibilitar a construgao significativa
do conhecimento. (RUFATO, 2014, p. 17)

Diante das dificuldades relacionadas ao ensino do conteiido em questao percebe-se,
assim, a importancia de se buscar métodos ou aplicagoes para que se torne mais evidente

a utilidade do conteudo. Pois:

[...] quanto mais oportunidades de aplicagdo o conteido oferecer, mais
sentido pode ser dado ao seu estudo. Da mesma forma, quanto mais se
pode relacionar o contetido de matematica com as demais areas, mais
se incentiva os alunos a perceberem a importancia do contetdo e sua

aplicabilidade. (FERREIRA, 2013, p. 75)

Andrade (2013) considera que quando os professores iniciam o estudo de sistemas
lineares por meio da resolugdo de problemas nao matematicos, os alunos se sentem
motivados a apresentar ideias e sugestoes, pois é possivel relacionar os problemas com o
cotidiano. Essa forma de abordagem aumenta a participagao dos alunos nas aulas, bem
como a interacao entre alunos e professores, e entre os préprios alunos também.

Diante do exposto, o ensino de sistemas lineares ndo pode ser tratado de maneira
a tornar a aprendizagem cansativa, nem se limitar a métodos mecanicos e tradicionais,
mas sim deve-se buscar meios de se motivar o aluno, cativando-o para o aprendizado ma-
tematico, expondo um horizonte de resolucao de situagoes-problemas através da aplicagao
da matematica e dos sistemas lineares. O aprendizado, portanto, se torna significativo e
duradouro (MOURA; SANTOS, 2015).

Tais aplicagoes serao objeto de estudo no sétimo capitulo. O proximo capitulo se

destina a um breve resumo de como o tema ¢ abordado em alguns livros didaticos.
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6 ABORDAGEM DE SISTEMAS LINEARES EM
ALGUNS LIVROS DIDATICOS

Tem-se que o livro didatico é um instrumento importante no cotidiano escolar.
Brandao (2014), destaca que os livros didéticos auxiliam, orientam e direcionam o curriculo
escolar e o processo de ensino aprendizagem, sendo em muitas vezes o tnico material
utilizado por alunos e professores.

Santos e Martins (2011) declaram que ao longo dos anos o livro didatico vem se
tornando uma ferramenta de carater pedagogico, capaz de produzir e conduzir possiveis
mudangas e melhorias na pratica pedagogica. Teixeira (2011) afirma que pode-se verificar
sua importancia nas politicas governamentais, que posicionam o Brasil como um pais que
apresenta um dos maiores programas de distribuicao de livros.

No momento atual, percebe-se o grande crescimento de tecnologias que auxiliam
na aprendizagem. Porém, tem-se que os livros ainda constituem um dos métodos mais

utilizados nas escolas. Segundo Oliveira (2014):

[...] mesmo diante das transformagdes metodolégicas implantadas a
partir dos avancos tecnolégicos, vivenciados na atualidade, o livro escolar
continua a ser o material didatico mais utilizado nas salas de aula do
Brasil. Podemos mesmo afirmar que o histérico do livro didatico vem
ao longo dos anos entrelacado com a histéria das proprias disciplinas
escolares. (OLIVEIRA, 2014, p. 2)

Em referéncia a escolha de livros didaticos, tem-se que o que o PNLD ¢é o programa
mais antigo relacionado a distribuicao de exemplares aos estudantes da rede publica de

ensino. Tal programa iniciou-se em 1937 e recebeu varias designagoes ao longo dos anos.

No PNLD (BRASIL, 2018), é apontado um conjunto de cole¢oes de livros para o
Ensino Médio que auxiliam alunos e professores, contribuindo para o processo de ensino e
aprendizagem desenvolvido em sala de aula. Dessa forma, observa-se a importancia dos
livros adotados na formacao dos discentes.

Sobre o contetdo de sistemas lineares:

Em geral, a articulagdo entre sistemas lineares e geometria, no caso
dos sistemas de equagoes lineares 2 x 2 é bem conduzida. Nessas situa-
¢oes, cada equacgao do sistema representa uma reta no plano cartesiano
e o sistema terd infinitas solugdes, uma tnica ou nenhuma solucéo, a
depender da posicao de uma reta em relagao a outra: coincidentes, con-
correntes ou paralelas distintas. No entanto, ja nao é tao simples realizar
conexao analoga entre sistemas de equagoes lineares 3 x 3 e as posigoes
relativas de trés planos no espaco tridimensional. Uma dificuldade vem
de que, comumente, o estudo da equacao cartesiana de um plano no
espago tridimensional nao é feito no Ensino Médio. Em face disso, tem
prevalecido uma abordagem meramente informativa para relacionar as
possibilidades de solugdo de um sistema linear 3 X 3 com as posi¢oes
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relativas de trés planos no espago, o que é insatisfatorio do ponto de
vista da aprendizagem. No que se refere a resolugdo de sistemas lineares,
o método de escalonamento, atualmente o mais indicado, vem recebendo
atengao crescente no Ensino Médio. Além disso, a nomenclatura “sistema
determinado”, “sistema impossivel” e “sistema indeterminado”, poderia,
vantajosamente, ser substituida por “sistema com uma unica solucao”,
“sistema com infinitas solugdes” e “sistema sem solugoes” Afinal, é isso
que realmente se verifica quando se resolve um sistema pelo método do
escalonamento da matriz aumentada do sistema. Apesar de o método
de escalonamento ser privilegiado na resolugao de sistemas, ha muito
a avangar no ensino desse importante algoritmo para resolver sistemas,
na medida em que as abordagens sdo muitas vezes centradas em apenas
alguns exemplos, que ndo abrangem todas as situagoes possiveis. Além
disso, um bom tépico opcional, ainda ausente nos livros, poderia ser a
comparacao entre o emprego de escalonamento e o de determinantes, do
ponto de vista do nimero de operacoes envolvidas em cada um deles.
(BRASIL, 2018, p. 29-30)

A seguir, é descrito como o contetido de sistemas lineares é abordado em cinco
livros do segundo ano do Ensino Médio, livros esses que fazem parte de cole¢oes indicadas
pelo PNLD.

6.1 Contato Matematica

Figura 13 — Capa do livro

{ —T.r: contato

aiply

Fonte: Souza e Garcia (2016).

O livro Contato Matemdtica - Volume 2, dos autores Souza e Garcia (2016), expoe o
contetido de sistemas lineares ao longo de 20 paginas, divididas entre conteido e exercicios.
A introducao é feita através de um contexto sobre comunicagoes, onde é feita a relacao
entre o consumo de uma internet movel com sistemas lineares.

Os autores apresentam a definicao de equagao linear acompanhada de exemplos

e exercicios, depois mostrando as definicoes de sistemas lineares e sistemas lineares



Capitulo 6. Abordagem de sistemas lineares em alguns livros diddticos 34

homogéneos, seguidas de atividades resolvidas e exercicios propostos. Sao abordadas
entdo matrizes associadas a um sistema linear e classificacdo dos sistemas, com exemplos,
atividades resolvidas e exercicios.

E feita uma breve explicacao sobre circuitos elétricos, sendo trazida uma atividade
que relaciona tal assunto com o contetido de sistemas. Na sequéncia vem a definicao de
escalonamento de um sistema linear, sistemas equivalentes e sistema escalonado, todos
seguidos de exemplos e, no final da explicacao, ha atividades resolvidas.

Logo apds, traz breve discussao de um sistema linear e suas interpretacgoes graficas
dos sistemas de ordem 3 x 3 (é o unico livro, dentre os cinco livros citados, que faz tal
discussao). No final do capitulo, encontram-se mais exercicios. Esse livro traz, em seus
exercicios, aplicacoes na fisica e quimica. As atividades, na maior parte, sdo voltadas para

exercicios de fixacao e interpretagoes graficas.

Figura 14 — Exercicios

€ Atividades \\ E Anote as respostas no caderno

12. Escreva a equagao matricial associada a cada 16. Observe a representacao das retasr, s, t e u em

sistema. um mesmo plano cartesiano.
-x+8y=7[-1 5][x]_[7
a) | B = -
x—4y=011 -4]ly] [O
y+z=0 [0 1 1][x
b) {x+z=5 |1 0 1||y|=|5
o oltz] 11 rn=x+2y=12
13. Classifique cada sistema em SPD, SPI ou SI. Em 5:‘“2\;:0
seguida, represente-o geometricamente. Erdtckym 5
w—X-y=-—
i {—6x+2y=0 {5x+3y:—5
3x-y=0 10x+6y=15 8
2
b) { Bx+y=-2 d) { 3x-y=5 ?
4x+2y=0 —2x—-2y=-22 g

Respostas no final do livro
14. Em um campeonato de futebol, os times pontuam

apenas quando vencem ou empatam uma par-
tida, sendo computados 3 pontos em caso de
vitéria e 1 ponto em caso de empate. Certo time
disputou 15 partidas, das quais saiu vitorioso em

Sem realizar célculos, determine quantas solu-
¢oes possui cada sistema e, em seguida, escre-
va-as. Caso o sistema possua infinitas solucdes,
escreva apenas algumas delas.

dois tergos das partidas em que ndo houve em- a) {-X+2‘/=12 u"‘z‘aﬁsolwéov d) X+y=3
pate, e obteve 27 pontos. Determine o nimero X+y=3 (=42) -x-y=-3
de vitérias, empates e derrotas desse time. s - iy M
8 vitdrias; 3 empates; 4 derrotas { Xyl 2 ggﬁgaogsul e { X=y=-3 50;“?30
15. Determine o valor de o para o qual o sistema -x+2y=0 —-x+2y=12 (=2.3)
x+y=3 . —x+2y=0 uma d) infinitas solugdes;
seja impossivel. a=-2 c) solugdo; Algumas possiveis
—-2x+ay=0 —x=y=-3 (2 respostas: (-2, 5);
(0.3): (21): (30)

84

Fonte: Souza e Garcia (2016, p. 84).
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1%

18.

19.

20.

Figura 15 — Exercicios

Certo motorista abasteceu seu carro com uma
mistura de etanol e gasolina, totalizando 40L.
Sabendo que a quantidade de etanol colocada
foi 3 vezes a de gasolina, calcule a quantidade de

cada combustivel com que o carro foi abastecido.
etanol: 30L; gasolina: 10L

Em cada item, o sistema foi classificado em SPD,
SPI ou SI.

ax+by=c ax+by=c

a) {2V ey ) 20 (g
ax+b,y=c, ax+bgy=c,
a,x+by=c ax+by=0

b) {020 =% gpy a) 17 =Y oppy
ax+by=c, ax+by=0

Associe cada sistema a um dos graficos abaixo,
escrevendo a letra e o simbolo romano corres-
pondentes. a-IV; b-I; c-llI; d-lIl

0 i

Ilustragdes: Acervo da editora

Em um dep6sito, foram armazenadas sacas de
adubo e sacas de sementes, totalizando 30 to-
neladas. Sabe-se que cada saca de adubo tem
massa igual a 50 kg, cada saca de sementes,
60 kg, e que o triplo da massa de adubo arma-
zenado € igual ao dobro da massa de sementes.
Com base nessas informagdes, calcule o total
de sacas de adubo e de sementes que foram

armazenadas no depdsito.
adubo: 240 sacas;

sementes: 300 sacas 11 1][x] [o

Resolva a equagdo matricial [2 1 3||y|=|1]

x=3; y==2; z=-1 1 -1 4flz 1
. Em certa banca de feira, 25kg de laranjas (L)

mais 16 kg de peras (P) custam R$ 26,70. Nessa
mesma banca, 4 kg de laranjas mais 3,5kg de
peras custam R$ 54,00. Com base nessas infor-
magoes, escreva e resolva um sistema linear cuja
solugao fornega o prego de 1kg de laranjas e
1kg de peras.

{2'5"”6*::25‘70: L=RS$ 3,00; P=R$ 12,00
4L+3,5P=54,00

22. O atomo é considerado a unidade fundamental

de um elemento quimico. O conceito de atomo
é um dos mais importantes da Quimica e por
meio dele é possivel explicar diversos fenémenos
da natureza.

A massa do atomo é expressa em unidades de
massa atdmica, sendo representada pela letra u
e tendo como referéncia a massa do isétopo
mais abundante do carbono, denominado car-
bono-12 (‘ZC). Uma unidade de massa atémica

corresponde a Tl da massa desse isotopo do

carbono. A massa atébmica é de importancia
fundamental, pois é por meio dela que é possivel
obter as massas moleculares e as formulas qui-
micas. Além disso, é utilizada na construgao
constante da tabela periédica, com o objetivo de
organizar e direcionar as informagdes cientificas
sobre os elementos quimicos.

A massa de uma molécula pode ser determinada
adicionando-se as massas de seus atomos com-
ponentes. Para determinar, por exemplo, a mas-
sa de uma molécula de SO, (didxido de enxofre),
que é composta por 1 atomo de enxofre (S) e
2 de oxigénio (O), deve-se adicionar a massa
atdmica do enxofre a duas vezes a massa ato-
mica do oxigénio.

Fonte de pesquisa: RUSSEL, John B. Quimica geral. Tradugao e reviso
técnica Marcia Guekezian et al. 2. ed. Sio Paulo: Makron Books, 1994. v. 1.
Isétopo: o is6topo de um elemento quimico possui
dtomos com o mesmo namero de prétons, porém
| com diferente nimero de néutrons.

A massa atomica de cada elemento é encontrada na tabela
periédica. Veja como calcular a massa da molécula de 50,.

7 [] 9 10
N (0] F | Ne
Nitrogénio ﬂjﬂﬂ Flisor Neanio
1401 {76,0075--4, 1900 2018
= = = o = 16,00 u (massa atbmica)
P | S | C¢| Ar
Fosforo | Enxofre Cloro Argbnio
3097 -+ 32,06 u fmassa atbmica)

Massa atémica de uma molécula de SO,
1:3206u+2:1600u=64,06u

Camila Ferreira

a) Sabendo que a massa de uma molécula de
CH, (etileno) corresponde a 28 u, e a massa
de uma molécula de CH,, (butano) corres-
ponde a 58 u, determine a massa atomica do
carbono (C) e do hidrogénio (H). ﬁﬁj’%"gi%?"i;?ﬁj

b) Conhecendo apenas a massa de uma molé-
cula de CH,0, (4cido butirico), que corres-
ponde a 88 u, produzido quando a manteiga
se deteriora, e de uma molécula de CH, ON,
(cafeina), que corresponde a 194 u, é possivel
determinar a massa atdmica do G, H, O e N
(nitrogénio)? Justifique.

nao; Resposta esperada: pois se obtivermos um
sistema de equagoes a partir dessas informacoes,
ele sera possivel e indeterminado.

Sistemas lineares 85

Fonte: Souza e Garcia (2016, p. 85).

Capitulo 3
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6.2 Matematica Ciéncia e Aplicacoes

Figura 16 — Capa do livro

ot TY 1

Ma'temétic:‘a

ciéncia e aplicagdes

Fonte: lezzi et al. (2016).

No livro Matemdtica Ciéncia e Aplicagoes - Volume 2, de lezzi et al (2016), inicia-se
o assunto de sistemas lineares através de um exemplo cotidiano relacionado a um sistema
de ordem 2 x 2. Em seguida, é exibida a interpretacao grafica dos sistemas de ordem
2 x 2, sendo realizadas as classificagoes dos sistemas: sistema possivel (S.P), sistema
impossivel (S.I), sistema possivel e determinado (S.P.D) e sistema possivel e indeterminado
(S.P.I), seguido de exercicios. Como curiosidade, é apresentada brevemente a histéria do
surgimento dos sistemas lineares.

Sao exibidas as solugoes de um sistema, matrizes associadas a um sistema, exemplos
da representacao matricial e exercicios. Os autores trazem a explicacdo de sistemas
escalonados através de um exemplo de sistema 3 x 3, apontam as caracteristicas de um
sistema escalonado e apresentam duas formas de resolu¢ao: a primeira relacionada a um
sistema com nimero de equagoes igual ao niimero de incognitas e a segunda relacionada a
sistemas com niimero de equagdes menor que o nimero de incdgnitas, ambas exemplificadas,
com exercicios resolvidos.

Os autores apresentam o método de escalonamento e sistemas equivalentes, seguidos
de cinco exemplos, sendo feitas observacoes ao longo das resolugoes. Seguem para a defini¢ao
de determinantes de sistemas de ordem 2 x 2 e 3 x 3, e faz-se uma aplicagao de sistemas
lineares no balanceamento de equagoes quimicas. Vem assim a definicdo de sistema linear
homogéneo. No final do capitulo, mostra-se o calculo do determinante de sistemas de
ordem 3 x 3 através da Regra de Sarrus. Poucos exercicios da obra sao voltados para as
aplicagOes, sua maioria estao voltados para a interpretacao gréfica, para o conteudo e

também para algumas situagoes cotidianas (Fig. 17).
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Figura 17 — Exemplos de exercicios

Trés amigas, Ana, Bia e Carol, tém juntas
R$ 340,00. Se Ana gastar R$ 10,00, passard a ter
o dobro do que tem Bia. Se Ana gastar 40% do
total que possui, passara a ter R$ 9,00 a menos
que Carol. Quanto tem cada uma?

Em uma papelaria foram feitos os sequintes pedidos:
+ pedido I: 4 canetas, 3 lapiseiras e 6 borrachas.
+ pedido II: 2 canetas, 2 lapiseiras e 3 borrachas.

Os valores dos pedidos I e IT eram, respectivamente,
R$ 37,20 e R$ 20,60.

Com base nessas informagoes, determine, se possivel:
a) o preco unitario da lapiseira;
b) o preco de cada caneta;

c) o preco pago por 5 lapiseiras, 2 canetas e 3
borrachas;

d) a diferenca entre o preco da caneta e o preco
da borracha.

Para a final de um campeonato de futebol, foram
colocados a venda 40000 ingressos, divididos
entre arquibancada, numerada descoberta e nu-
merada coberta.

Sabe-se que:
+ todos os ingressos foram vendidos;

0 preco do ingresso para a numerada coberta
é igual a soma dos precos dos ingressos dos
outros dois setores;

Sistemas lineares

60% do total de ingressos foram vendidos para a
arquibancada, 25% para a numerada descoberta
e os demais para a numerada coberta, gerando
uma arrecadacao de 4,32 milhoes de reais;

* a razao entre os precos dos ingressos para a
numerada descoberta e coberta é, nessa ordem,

igual a % Determine o preco dos ingressos para

cada setor.

Uma fabrica de colchoes utiliza trés tipos de
molas M,, M, e M, na confeccdo de trés tipos
de colchdes C,, C, e C,, todos com dimensoes
2m X 1,20 m. O nimero de molas usados na
confeccao dos trés tipos de colchoes é dado na
tabela seguinte.

Colchao
Mola < 5 G
M, 96 144 240
M, 96 48 24
M 96 96 24

3

Sabendo que, em uma semana, foram utilizados,
19200 molas do tipo M,, 10080 molas do tipo
M, e 12480 molas do tipo M,, determine a soma
das quantidades de colchdes produzidos naquela
semana.

Fonte: lezzi et al. (2016, p. 115).

n5
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6.3 Matematica Contexto e Aplicagoes

Figura 18 — Capa do livro

Luiz Roberto Dante

Matematica
Contexto & Aplicacdes

Fonte: Dante (2016).

No livro do autor Dante (2016), intitulado Matemdtica Contezto e Aplicacoes -
Volume 2, inicia-se o contetiido com uma curiosidade sobre o jogo sudoku, o qual é um
problema de logica baseado na alocagao de nimeros em forma de matriz, cujo objetivo é
prencher uma matriz 9 x 9. O autor afirma que em 2008 foi proposta uma solu¢ao para o
jogo através de uma programacao linear. Apds, o contetudo é iniciado retomando o Método
Chinés, anteriormente mencionado no capitulo 4 do mesmo livro. O autor resgata o assunto
no capitulo de sistemas lineares criando uma ligacao entre o Método Chinés e um sistema
de ordem 2 x 2. Em seguida sao definidos equagoes lineares, sistema de equagoes lineares

e suas classificagoes, exibindo a interpretacao grafica dos sistemas 2 x 2.
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Figura 19 — Exemplo de exercicios

Exercicio resolvido

4) Resolvido passo a passo

3. (Unisa-SP) Augusto, Vinicius e Leonardo estudam no mesmo colégio e vio caminhando de suas casas ao colégio
todos os dias. Somadas as distancias percorridas pelos trés colegas, mensalmente, obtém-se 350 km. Sabe-se
que Augusto percorre o dobro da distancia percorrida por Vinicius e que Leonardo percorre 10 km a menos que
os outros dois colegas juntos. Desse modo, Leonardo percorre mensalmente a mais que Augusto no trajeto
casa-escola uma distancia, em km, igual a:

a) 80.
b) 70.
c) 50.
d) 60.
e) 40.

1. Lendo e compreendendo

a) O que é dado no problema?
As informagoes referentes as distancias percorridas pelos trés estudantes, bem como a comparagéo das
distancias entre eles.

b) O que se pede?
O quanto Leonardo anda, mensalmente, a mais que Augusto, em km.

2. Planejando a solugao
A partir das informagdes obtidas no enunciado podemos montar um sistema de equacdes, mostrado a seguir:
A+V +L=350
A =2V
A+V=L+10
Depois de montado o sistema, tentamos simplifica-lo para encontrar as distancias percorridas. Apds encontrar
as distancias percorridas mensalmente por Leonardo e Augusto, basta subtrai-las para encontrar a resposta
desejada.

w

. Executando o que foi planejado

Desenvolvendo o sistema, temos:

A+ V +L=350
{A =2V

A+V=L+10
®A+V+L=350=(+10) +L=350= 2L =340 =L =170 km
PA+V=L+10=(2V)+V=L+10=3V=180=V =60km
*A=2V=A=120km
Logo, Leonardo percorre 50 km a mais que Augusto.

4. Emitindo a resposta

A A Leonardo = 113 quilocalorias; = 22 667 passos.
A resposta € a alternativa c. J % g

a) JAugusto = 80 quilocalorias; 16 000 passos
5. Ampliando o problema 1
a) Levando em consideragao que os alunos vao para a escola caminhando e que, segundo um instituto de anlises
fisicas, a cada quilometro percorrido por dia sao gastas 20 quilocalorias e sao dados 4000 passos, quantas
quilocalorias sao gastas diariamente por cada estudante? E quantos passos sao dados por cada um?

Vinicius = 40 quilocalorias; 8 000 passos.

b) Discussdo em equipe
Com os colegas, troque ideias sobre aimportancia do exercicio fisico regular para a saide, por menor que seja.
Pesquisem artigos cientificos sobre a melhora do bem-estar a partir da pratica das atividades fisicas. Ao final,
combine com os amigos a pratica de atividades fisicas em equipe tendo em vista a sadde e a sociabilizacao do
grupo. Resposta pessoal.

.
Sistemas lineares [101)
~

Fonte: Dante (2016, p. 107).

Posteriormente, sdo apresentados sistemas em forma de matriz, escalonamento de
sistemas lineares e sistemas equivalentes. O processo para escalonar um sistema ¢ feito
passo a passo e sao exibidos seis exemplos de sistemas escalonados. No final do capitulo, é
apresentado um exercicio relacionado a programagao linear e a otimizacgao de fungoes (Fig.
20), e também questoes do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) e de vestibulares

para a fixacao e aplicagao do conteudo.
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Figura 20 — Aplicagdo em programacao linear

Programacao linear e a otimizacdo de funcées

As equacdes e inequacdes lineares, bem como os sistemas de equacdes e inequacoes simultaneas, sao bastante
Uteis na resolucao de problemas de economia, transporte, alimentacao (dietas), etc. Em problemas como esses é comum
precisarmos saber os valores maximo ou minimo de uma funcao cujas variaveis estao sujeitas a certas desigualdades.
Em muitos deles a funcao que se quer otimizar (ou seja, da qual se quer encontrar o maximo ou o minimo) é uma
funcao linear, e as desigualdades a que estao sujeitas suas variaveis também sao lineares. Quando isso ocorre, dizemos
entdo que estamos diante de um problema de programagao linear.

0 método gréfico
Consideremos a seguinte situacao-problema:

Dois produtos, P e Q, contém as vitaminas A, B e C nas quantidades indicadas no | ‘ i ‘ < ‘
quadro ao lado. A tltima coluna indica a quantidade minima necessaria de cada vitami- ‘ A ‘ 3 ‘ 1 ‘ 12 ‘
na para uma alimentacao sadia, e a tltima linha indica o preco de cada produto por ‘ B ‘ 3 ‘ 4 ‘ 30 ‘
unidade. Que quantidade de cada produto uma dieta deve conter para que proporcione
uma alimentag&o sadia com o minimo custo? ‘ C ‘ 2 ‘ 7 ‘ 28 ‘

Diante de um problema de programacao linear, consideramos as seguintes orientacoes ‘ 3 ‘ 2 ‘

para resolvé-lo:
1. Estabelecemos a fungao objetivo, isto é, a fun¢ao que queremos maximizar ou minimizar.
2. Transformamos as restricdes impostas no problema em um sistema de inequacdes lineares.

3. Tragamos o grafico da regiao poligonal convexa correspondente a essas restricoes determinando as coordenadas dos
seus vértices.

4.Calculamos os valores da funcao objetivo em cada um dos vértices.

5. Constatamos que o maior desses valores é o maximo e o menor é o minimo da funcao objetivo. Voltamos ao pro-
blema e damos a sua solucao.

Acompanhe cada passo na resolucao da nossa situagao-problema:
Seja x a quantidade do produto P, e y a quantidade do produto O nas condicoes do problema.
1. Funcao objetivo:
O custo é dado por C = 3x + 2y, 0 qual queremos minimizar.
2. Restricoes:
As condigoes impostas pelo problemasdox =0,y = 0,3x + y =12,3x + 4y =30e 2x + 7y = 28.
3. Grafico:

Nesse caso, a regiao de possibilidades é a parte do plano limitada pelas

g
H x retasx =0,y =0,3x + y =12, 3x + 4y =30 e 2x + 7y = 28. Os vértices sao
H dados pelas solucées dos sistemas:
gn Antes de aplicar as atividades propostas
H X =0 na secao, o professor pode acessar os
3 {3X+ y=12 = (xy)=(0,12) links: <www.youtube.com/watch?v=_w)J
$o UzN8MoMg&ind ex=1&list=PLVWA23fHC
5! 3x+ y=12 Kz-XEUEVhTTZCISGIT2-KLTX> (modelo de
ol { =(xy) =(2,6) programacio linear), <cwwwyoutube.
5 3x+4y=30 com/watch?v=e6mXySsFQIY> (problema
* . de transporte), <www.youtube.com/
x X 2x+T7y=28 Sy = (ﬁ ﬂ) Watch?v=Mp8Y2yjV4fU> (robd Lego
\y=0 % o 3x+4y=30 i 13 " 13/ Mindstorms resolvendo um Sudoku) e
=] x_ KX, <wwwiyoutube.com/watch?v=
N S 2x+7y =28 (x.y) = (14, 0) RNPgbBcOSIM> (videoaula de raciocinio
£ y=0 =Wy =4 l6gico: Sudoku). Acessos em: 5 maio 2016.
(h2)
Capitulo 5
(n2) e

Fonte: Dante (2016, p. 112).

O livro traz outros exercicios aplicados na biologia e quimica, e também exercicios

explorando a interpretacao grafica dos sistemas. No geral, a maioria das atividades sao

para exercitar os conteidos assimilados.
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6.4 ConexoOes com a Matematica

Figura 21 — Capa do livro
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Fonte: Leonardo (2016).

O livro Conexdes com a Matemdtica - Volume 2 do organizador Leonardo (2016),
da inicio ao capitulo de sistemas lineares apresentando seus objetivos, que sao: representar
e resolver situagoes-problema usando sistemas lineares; reconhecer e classificar sistemas
lineares; apresentar sistema linear em forma de equacao matricial e vice-versa; e aplicar o
método do escalonamento na resolugao de sistemas lineares.

No inicio do capitulo, é comentado sobre a tragédia na cidade de Mariana (MG),
no ano de 2015, destacando que se pode usar sistemas lineares para o calculo do tempo de
chegada da lama ao oceano. Em seguida, é iniciado o contetido de equagoes lineares, onde
se apresenta uma situagao-problema, sendo exibida a definicao formal de equacao linear,
sendo também abordadas as solugoes de uma equagao linear.

O contetdo de sistemas de equagdes lineares é introduzido através de um exemplo
aplicado na quimica, onde se precisa balancear uma equagao quimica. Dai, expoe-se a
definicao de sistemas lineares junto com exemplos. Posteriormente, é apresentada a solucgao
de um sistema linear juntamente com a interpretacao grafica do sistema dado, seguidos da
classificacao dos sistemas, exemplos e exercicios propostos.

Logo depois, é introduzido o contetido de sistemas lineares homogéneos. Em seguida,
apresentam-se matrizes associadas a um sistema e representacao matricial de um sistema.
Tem-se entao o escalonamento de sistemas lineares, sistemas escalonados e o processo do
escalonamento. No final do capitulo, encontram-se exercicios propostos, complementares e
exercicios de auto avaliagao.

Nota-se que os tnicos exercicios aplicados em outras disciplinas exibidos no livro

sao os de balanceamento quimico e o exercicio de dieta alimentar. H4 a auséncia da
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interpretacao grafica das possiveis solugoes de sistemas 2 x 2 e 3 X 3 e, em sua maioria, 0s

exercicios sao voltados para a fixacao de contetido.

6.5 Quadrante Matematica

Figura 22 — Capa do livro
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Fonte: Chavante e Prestes (2016).

No livro Quadrante Matemdtica - Volume 2, de Chavante e Prestes (2016), a
unidade trés se destina ao estudo de sistemas lineares, antes do assunto relacionado a
matrizes e determinantes. O capitulo quatro comega com a definigio de uma equagao
linear.

O livro introduz o conteiiddo com um exemplo envolvendo um sistema 2 x 2. Apés
a obtencao do sistema que modela o problema, sem resolvé-lo, é realizada a defini¢ao do
que vem a ser um sistema linear m x n. As classificagoes de um sistema linear s6 vém
acompanhadas de representacao geométrica para os sistemas 2 X 2, e a apresentacao dos
métodos de resolucao desses, a saber, método da substituicao e método da adi¢ao, vém
apenas por meio de exercicios, sem uma exposicao para o caso geral ou uma explicacao
mais detalhada.

Entao, sao colocados exercicios sobre o contetido, sendo seguidos do tépico sobre
escalonamento de um sistema linear, que é credidato a Gauss. Afirma-se que um sistema

estd em forma escalonada se:

[...] as equagdes que possuem pelo menos um coeficiente nao nulo sao
tais que a quantidade de coeficientes nulos que antecedem o primeiro
coeficiente ndo nulo aumenta de uma equacao para a seguinte; as equagoes
com todos os coeficientes nulos estdo abaixo das demais. (CHAVANTE;
PRESTES, 2016, p. 113)
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Posteriormente, a forma para obter sistemas escalonados é abordada por meio de
exemplos resolvidos, predominantemente por sistemas 3 x 3. Os exercicios do capitulo
trazem, no enunciado, o sistema ja montado, apenas quatro deles demandam a obtencao
do sistema, sendo que um deles vem resolvido.

No capitulo sobre determinantes, tem-se uma discussao sobre sistemas lineares. O
primeiro caso considerado é de um sistema 2 x 2. Nesse caso, se o determinante da matriz
associada ao sistema é nao nulo, entao o sistema é possivel e determinado. Caso contréario,
o sistema podera ser possivel e indeterminado ou impossivel. No caso de sistemas 3 x 3,

obtém-se a mesma conclusio.

Ao longo deste capitulo, alguns pontos relacionados a abordagem de sistemas
lineares no Ensino Médio foram expostos. Pode-se verficar que o contetido é, em grande
parte, centrado em resolugoes de sistemas 2 x 2, apresentando uma interpretagao geométrica

e formas diferentes de resolucao.

Quanto aos sistemas 3 x 3, tal interpretagdo geométrica é, geralmente, suprimida, e o
método de resolugao adotado para esses sistemas e os demais é o método do escalonamento.
Por isso, uma comparacao entre esse método e o de determinantes (Cramer) nem chega a
ser realizada, o que é uma sugestao do PNLD (BRASIL, 2018).

No préximo capitulo serdo expostas algumas aplicagoes de sistemas lineares que sao
abordadas nos livros didéaticos. Tais exercicios recebem atencao especial nos livros didaticos,
sendo exibidos em péaginas bem ilustradas, de maneira a chamar mais atencao que os
demais. Atividades desse tipo podem ajudar na compreensao do assunto, melhorando a
relagao do aluno com a algebra linear. Tal fato ocorre pelo estabelecimento de relagoes

dos exercicios com problemas reais, envolvendo inclusive outras ciéncias.
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7 APLICACOES DE SISTEMAS LINEARES EM
OUTRAS CIENCIAS

Tem-se que os sistemas de equagoes lineares sao ricos em aplicacoes e podem
ser utilizados em varias areas do conhecimento. Este capitulo busca mostrar algumas
aplicagoes dos mesmos em ciéncias diversas. Todas as aplicagoes aqui retratadas, por meio
das atividades, estdao presentes em algum dos livros que fazem parte do PNLD (BRASIL,
2018) para o Ensino Médio, discutidos no capitulo anterior. Outros trabalhos que abordam

sistemas lineares foram utilizados, para melhor elaboragao dos enunciados dos exercicios.

7.1 Aplicacao na Quimica

7.1.1 Exercicio 1

Esse exercicio foi adaptado de Pedrini (2013). Seu objetivo é balancear uma reagao
quimica por meio de sistemas lineares. Em uma reacdo quimica qualquer, é necessario
verificar se o nimero de cada elemento ¢ o mesmo em ambos os lados da equacao.
Para efetuar o balanceamento devem ser obtidos nimeros, chamados de coeficientes
estequiométricos, que sao colocados antes dos simbolos que representam os elementos.

No presente caso, devem ser obtidos os menores coeficientes inteiros de balancea-
mento da reagdo que envolve o perclorato de potassio (KCLO,) e o aluminio (Al), que
forma o cloreto de potassio (K Cl) e o éxido de aluminio (AlyO3).

O exercicio pode ser resolvido da seguinte forma:

Considere a reacao abaixo nao balanceada:

KClO, + Al — KCl + Aly,O4

Sejam x, y, 2z e w os coeficientes que irao auxiliar para que a equagao seja balanceada.

Assim:

x KClOs+y Al = 2z KCl+ w Aly,O3

Por meio da andlise da reacao, segue que x = z, pois na primeira e na segunda
parcelas o potassio possui apenas 1 atomo. Além disso, 4 = 3w, pois na primeira parcela
0 oxigénio possui 4 atomos, e na segunda parcela possui 3 dtomos.

Obtém-se também que y = 2w, pois na primeira parcela o aluminio possui apenas

1 4tomo, e na segunda possui 2. Desta forma, através das equagoes acima pode-se montar



Capitulo 7. Aplicagées de sistemas lineares em outras ciéncias 45

o sistema de equacoes lineares:

r = =z
dr = 3w (3)
y = 2w

O sistema pode ser facilmente resolvido através do Método da Substitui¢ao. Da
primeira equacao tem-se que x = z. Substituindo na segunda equacao, segue que:

4
4x:3w:>3w:4z:>w:§

Substituindo o valor de w na terceira equacao encontra-se:

4z 8z
v=2(3) ==

8z 4z
Assim, tem-se que © = z, y = 3 z=zew = 3 fornecendo a solucao do
balanceamento dada por:

8z 4z
S: ( [P 3 )
SRR

Portanto, o sistema é possivel e indeterminado, pois possui infinitas solugoes de
acordo com o valor de z. Quando z = 1 ou z = 2, as solu¢des nao sao inteiras, como pedido
no enunciado do exercicio. Assim, para uma solucao particular, tomando z = 3, obtém-se

os coeficientes inteiros S; = (3, 8, 3, 4).

7.1.2 Exercicio 2

Esse exercicio foi adaptado de Pereira (2017). Novamente aqui deve-se balancear

os coeficientes de uma reagao quimica. A reagdo a ser considerada é:

C4H10 + 02 — COQ + HQO

onde CyH1g é o butano, O, é oxigénio, C'O, é didxido de carbono e H,O é a agua.
Primeiramente, sejam x, y e z os coeficientes que auxiliam no balanceamento da

equagao acima. Escreve-se assim:

$C4H10+y OQ—>ZCOQ+U} HQO

Analisando ambos os membros da equacao e sabendo que cada sigla representa os
seguintes elementos: C' representa o carbono; H representa o hidrogénio e O representa o
oxigénio, sao determinados os valores dos coeficientes z, y, z e w para que a equacao fique

balanceada.
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Organizando as informagoes contidas em cada parcela tem-se: 4r = z, pois na
primeira parcela o carbono possui 4 atomos e na segunda parcela o carbono possui apenas
1 &tomo; 10x = 2w, pois o hidrogénio na primeira parcela possui 10 atomos e na segunda
parcela o hidrogénio possui 2 atomos; 2y = 2z +w, visto que na primeira parcela o oxigénio
possui 2 atomos e na segunda parcela possui, respectivamente, 2 atomos e 1 atomo. Desta

forma, através das equagoes acima, pode-se montar o sistema de equagoes lineares:

dr = z
10 = 2w (4)
2 = 2z+w

Segue que o sistema pode ser resolvido através do Método da Substituigao. Observa-
se que na primeira equacao z = 4x. Na segunda equacdo, verifica-se que 10z = 2w,

logo:

2w = 10x = w = bx

Substituindo os valores de z e w na terceira equagao, obtém-se:

13
2y =2(4x) +br =y =132y = 7:1:'

13x
Portanto, a solu¢ao do conjunto sera: r = x, y = —, 2z = 4x e w = bx, ou ainda

2
132
S = (x, - 4z, bx),x € R. Temos que este sistema ¢é possivel e indeterminado, pois

possui mais de uma solucao.

Como no exercicio pedem-se coeficientes inteiros, o primeiro valor de x para o qual
isso acontece é x = 2, o que fornece a seguinte solugao para o sistema: S; = (2, 13, 8, 10).
Logo, os coeficientes x, y, z e w devem assumir os valores 2, 13, 8 e 10, respectivamente,

para que a equacao seja balanceada.

7.2 Aplicacao na Biologia

7.2.1 Exercicio 3

O presente exercicio é adaptado de Dante (2016). Objetiva-se obter o nimero
de ingredientes que uma pessoa deve consumir para que atinja um certo consumo de
nutrientes.

O organismo humano necessita de diversos tipos de substancias para que funcione
bem. Essas substancias incluem sais minerais, vitaminas e proteinas.

Suponha que uma pessoa fard uma receita, verificando a quantidade de cada

alimento a ser ingerido de acordo com as demandas diarias de vitamina C, célcio e
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magnésio. Ela se alimentard de trés diferentes ingredientes, sendo que cada um deles

possui uma determinada quantidade de nutrientes (dada em miligramas) por unidade de

ingrediente (por exemplo, por colher), de acordo com a Fig. 23.

Figura 23 — Alimento e quantidade de nutrientes em mg

Nutriente 1 2 3

Vitamina C 0 20 30
Calcio 40 40 10
Magnésio 20 10 | 30

Total necessario

de nutrientes (mg)
100
210
1o

Fonte: Dante (2016, p. 109).

Temos que x, y e z representam os nutrientes 1, 2, e 3 respectivamente. Assim,

organizando a tabela, é obtido o seguinte sistema:

10z + 20y + 30z
40z + 40y + 10z
20x + 10y + 30z

Assim, multiplicando a linha 3 por (—2) e

(5), encontra-se:

10z + 20y + 30z
0+ 20y — 50z
20z + 10y + 30z

— 100
= 210 (5)
— 110

somando com a linha 2 do sistema em

= 100
— 10 (6)
= 110

Multiplicando a linha 1 por (—2) e somando-a com a linha 3 em (6):

10z + 20y + 30z
0+ 20y — 50z
0— 30y — 30z

1
Multiplicando a linha 3 por 35 o™ (7):

10z + 20y + 30z
0+ 20y — 50z
0—y—=z

= 100
= —10 (7)
— —90

— 100
= —10 (8)
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Multiplicando a linha 3 por 20 e somando com a linha 2 em (8):

10z + 20y + 302 = 100
0+0—70z = =70 9)
0—y—=z2 = -3

Trocando as linhas 2 e 3:

10z +20y + 302 = 100
0—y—z = -3 (10)
04+0—-"70z = =70

Portanto, chega-se a um sistema escalonado, e, desta forma, sera mais simples de
resolvé-lo. Resolvendo o sistema em (10):

—T0z=-T0=2=— =2=1
z z 70 z

Substituindo o valor de z na segunda linha do sistema em (10), obtém-se:

—y—1=-3=-y=-3+1=>y=2

Substituindo os valores de y e z na primeira equacao do sistema:

30
102 +20(2) +30(1) = 100 = 102 =100 — 40 =30 5 2 = [, = =3

Por isso, a solugao do sistema é z =3,y =2 e z =1, ou ainda, S = (3, 2, 1), e

segue que o sistema ¢ possivel e determinado.

7.3 Aplicacao na Fisica

7.3.1 Exercicio 4

Esse exercicio foi adaptado de Pedrini (2013). Seu objetivo é, a partir das fungoes
que descrevem as posigoes de dois veiculos, obter o instante em que eles se encontram.
Suponha que um veiculo v; saia de Campo Grande — MS com destino a Jales — SP, as dez
horas da manha. A funcao que fornece a posigao do veiculo vy, a saber, S,,, em relagdo ao
tempo ¢ é dada por: S,, = 35+ 80t¢, onde 5,, é dada em quilometros e ¢ em horas. No
mesmo dia, um outro veiculo v, parte da mesma cidade com o mesmo destino, ao meio dia,
com o mesmo trajeto de v;. A funcao horaria do veiculo v, é dada por S,, = 15 4 120¢.

Deve-se obter o instante de tempo ¢ em que o veiculo v, alcanca o veiculo v;.
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Considerando o seguinte sistema linear de equagoes com duas incoégnitas formado

pelas duas fungoes horarias dos veiculos vy e vs:

35+80t = S,

(11)
15+120t = S,

O exercicio pede o instante em que o veiculo vy alcancara o veiculo vy, isto é,
Sy, = Sy,- Neste exercicio, pode-se usar o Método da Subtracao ou Adicao para resolver o
sistema, visto que é um sistema de duas equacoes e duas incognitas.

Assim, fazendo a segunda equacdo de (11) menos a primeira equagdo de (11),

encontra-se:

404+ 40t =S, — Sy, = —40+40t =0=t =1

Portanto, o veiculo v, alcancard o veiculo v; no instante t = 1 h.

7.3.2 Atividade 5

Essa atividade foi adaptada de Souza e Garcia (2016). Objetiva-se, nesse exercicio,
a obtencao do valor de correntes elétricas por meio de sistemas lineares.

Sabe-se que inimeras experiéncias diarias, como o funcionamento de eletrodo-
mésticos, por exemplo, implicam a utilizagao da energia elétrica. Tal fato é possivel em
decorréncia dos circuitos elétricos que, quando fechados, sao percorridos por cargas elétricas.
Os circuitos, em geral, possuem trés componentes minimos: um dispositivo que funciona
com energia elétrica (um motor, um eletrodoméstico ou uma lampada); fios metalicos
condutores (fios de cobre) e uma fonte de energia elétrica (uma pilha, uma bateria ou
tomadas elétricas, que possibilitam acesso a energia elétrica propiciada por uma usina).

O condutor ¢é encarregado do transporte de carga elétrica. A quantidade de carga
elétrica que passa por uma secao transversal desse condutor, em determinado intervalo
de tempo, denomina-se intensidade de corrente elétrica. A representacao de um circuito

elétrico pode ser verificada na Fig. 24.
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Figura 24 — Circuito elétrico

- a -
MWW ® MWW
R, R

Fonte: Souza e Garcia (2016, p. 87).

No circuito, tem-se que: €; e €5 sao as forcas elemotrizes nas quais as cargas elétricas
sao transportadas, dadas em volts (V); R; e Ry representam as resisténcias, que sao dadas
em ohms (2); i1, is € i3 sd0 as intensidades das correntes elétricas, em ampere (A).

Para resolver o exercicio, é necessario o conhecimento sobre as duas leis a seguir:

Primeira Lei de Kirchhoff (lei dos nds): A soma das correntes que entram em um
no6 é igual a soma das correntes que saem do né.

Segunda Lei de Kirchhoff (lei das malhas): Ao se percorrer uma malha fechada, a
soma algébrica das variagoes de potencial é sempre zero.

Por meio das duas Leis de Kirchhoff e tomando Ry = 202, Ry = 5, ¢ = 8V e

€, = 10V, é obtido o sistema linear:

11—1p—13 = 0
—4iy — Biy = —2 (12)

Para resolver o sistema em (12), deve-se multiplicar a primeira linha por 4 e somar

com a segunda linha.

il - iQ - ig - 0
—94y — dig = —2 (13)

Somando a segunda linha com a terceira linha, segue que:

’il - ’ig - ig - O
—9iy — diy = —2 (14)
— 141 = =2



Capitulo 7. Aplicagées de sistemas lineares em outras ciéncias 51

—2 1
Pela terceira linha de (14), tem-se que —14iy = —2 = iy = ((M)) = iy = =

Substituindo o valor de iy na segunda linha do sistema (14), encontra-se:

1 , 9 . b} . 5 .
_9<7>—413:—2:>—7+2:423:>7:4Z3:>28:Z3

Substituindo os valores de i e i3 na primeira linha do sistema (14):

11 =12+ 13 =1 —1+£:>z' _ 9
1 =12 t13 1= 219 1= 98
Logo, a solucao do Sistemaéi1:2—8,i2:17ei3:%.

As aplicagoes de sistemas lineares aqui expostas sdo apenas alguns exemplos
de como esse assunto pode ser trabalhado em sala de aula. Acredita-se que se tais
atividades aparecessem com maior frequéncia em livros didaticos, o tema poderia ser

melhor compreendido pelos alunos.
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CONSIDERACOES FINAIS

Este estudo abordou o contetido de sistemas lineares com foco em suas aplicagoes
em outras disciplinas, tendo sido realizada uma pesquisa bibliografica sobre o tema. Foram
consideradas sua histéria e evolucao, as formas de resolugao, o ensino de dlgebra linear e
sistemas lineares, bem como a analise das aplicagoes considerando livros didaticos.

Através da presente pesquisa, foi possivel verificar que as aplicagoes de sistemas
lineares estao relacionadas com varias areas de conhecimento, tais como biologia, fisica
e quimica. Diante dessas consideragoes, pode-se afirmar que a pergunta-problema que
originou o trabalho foi respondida.

Quanto a abordagem historica, verificou-se a importancia da utilizagao de sistemas
lineares desde aproximadamente 200 a.E.C, quando os chineses ja utilizavam técnicas de
resolucdes equivalentes ao método de eliminacao de Gauss, o que veio a ser desenvolvido
apenas no século XIX. Foi evidenciada a evolucao do assunto com o decorrer do tempo e
também em outros paises.

Em relagdo ao ensino de sistemas lineares no Ensino Médio, nota-se que muitas
pesquisas nao se aprofundam nessa area. Verifica-se que na abordagem utilizada pelos
professores falta aplicagdo do conteido em outras disciplinas e resolucdo de problemas
cotidianos. Foi possivel inferir que caso os professores passassem exercicios aplicados
em assuntos cotidianos e integrados com outras disciplinas, os alunos se sentiriam mais
interessados e motivados a participarem das aulas e a buscarem um conhecimento maior

sobre sistemas lineares.

No que tange aos métodos de resolucao de sistemas lineares, todos os livros didaticos
apresentam os métodos da adicao e substituicao para a resolucao de sistemas 2 x 2. Para a
resolucao de sistemas 3 x 3, todos os livros apresentam apenas o método do escalonamento
demonstrando-se, assim, que poucos sdo os métodos abordados. E importante destacar
que se objetivou levantar um panorama geral de como o assunto é abordado nos livros, e
nao realizar uma retratacao detalhada sobre os mesmos.

A presenca de aplicagdes em outras ciéncias foi notada nos livros didaticos. No
entanto, elas foram encontradas em pouca quantidade e variedade, sendo que em quantidade
superior sao exibidas atividades que envolvem situagoes hipotéticas. Quando encontrados os
exercicios eram, em grande parte, limitados a aplicagdes na quimica, para o balanceamento
de equagbes; na biologia, para o calculo de nutrientes e na fisica, para o célculo de circuitos
elétricos, conforme exibido no capitulo 7.

Quando tais aplicacao sao exibidas, geralmente ocupam lugar de destaque em
comparacao aos demais exercicios. Pode ser verificado, assim, que os livros didaticos

abordam exercicios aplicados, sendo que cabe aos professores a tarefa de dar atencao a
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um ensino que aproxime o conteido do aluno, dando maior foco a essas questoes.

Diante do que se abordou nos paragrafos anteriores, tanto os objetivos especificos
quanto o objetivo principal desta pesquisa foram alcancados. Recomenda-se que pesqui-
sas futuras sejam realizadas em relagao ao ensino de sistemas lineares, pois nao foram
encontradas muitas obras na literatura e nos repositérios académicos sobre o assunto em

questao.
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